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A. Odrzywoªek (IFUJ, 2004)
Interesuj¡ce problemy teorii rotuj¡cych gwiazd
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Mikoªaj Kopernik „ De Revolutionibus”, Księga I, Rozdział IX:
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Mikoªaj Kopernik „ De Revolutionibus”, Księga I, Rozdział IX:

"Ja w każdym razie mniemam, że ciężkość nie
jest niczym innym, jak tylko naturalną dążnością,
którą boska opatrznósć Stwórcy wszechświata
nadała czę́sciom po to, żeby łączyły się w jed-
nósć i całósć, skupiając razem w kształt kuli.
A jest rzeczą godną wiary, że taka dążność istnieje
również w Słońcu, Księżycu i innychświecących
planetach, po to, by na skutek jej działania trwały
w tej krągłósci..."
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SFEROID MACLAURIN ’ A

• C. Maclaurin, Treatise on flux-
ions, 1742

• Jedno z pierwszych zastosowań
metod Newtona: rachunku
nieskónczenie małych

• Obrona przed atakami biskupa
G. Berkely’a
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Φg(x, y, z) = π Gρ
[
(a2
x − x2)Ax + (a2

y − y2)Ay + (a2
z − z2)Az

]
Ai = axayaz

∞∫
0

du

(a2
i + u)(a2

x + u)(a2
y + u)(a2

z + u)

Φc(x, y, z) =
1

2
Ω2

(
x2 + y2

)
Φg + Φc = C = const −→ równanie pewnej elipsoidy.

• �¡daj¡c aby osie tej elipsoidy byªy ax, ay, az otrzymujemy ukªad 3 równa«

• Rozwi¡zanie ukªadu daje ksztaªt elipsoidy w funkcji parametrów ρ,Ω, V
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UKŁAD RÓWNA Ń

(1) C̃
a2
x

= π GρAx − 1
2Ω

2

(2) C̃
a2
y

= π GρAy − 1
2Ω

2

(3) C̃
a2
z

= π GρAz

(4) C̃ = π Gρ
(
a2
xAx + a2

yAy + a2
zAz

)
− C

(5) V = 4
3 π axayaz

(V, ρ,Ω) −→ (ax, ay, az, C, C̃)
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PARAMETRY OPISUJĄCE ROTACJĘ

• Prędkósć kątowaΩ

• Moment pęduJ

• χ ≡ Ω2

2πGρ

• StosunekEk/|Eg|

• Bezwymiarowy moment pęduj2 = 1
4πG

J2

M10/3ρ
1/3
max

• Mimośród przekrojue

• Spłaszczenieε = Rp/Req
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ROZWIĄZANIE UKŁADU RÓWNA Ń

χ =
ε(1 + 2 ε2) arccos ε− 3ε2

√
1− ε2

(1− ε2)3/2

• Dla Ek
Eg

= 0 −→ nieruchoma kula

• Dla 0 < Ek
Eg
< 0.5 −→ sferoid Maclaurina

• Dla Ek
Eg

= 0.5 −→ nieskónczony „placek” w spoczynku

Tw. wirialne: EkEg = 1
2 −

∫
p d3r/Eg −→ 0 < Ek

Eg
< 1

2
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ELIPSOIDA JACOBIEGO

DlaEk/Eg > 0.1375 (czyli χ > 0.187)
pojawiają sie dodatkowe rozwiązania!
(C. Jacobi, 1834)

• Dla Ek
Eg
≥ 0.1375 −→ sferoid Maclaurina

• Dla 0.1375 < Ek
Eg
< 0.5 −→ elipsoida (trójosiowa) Jacobiego

• Dla Ek
Eg

= 0.5 −→ nieskónczony „pręt” w spoczynku

Dla zadanej masy M i kr¦tu J elipsoida Jacobiego jest ,,stanem
podstawowym'' - minimum energii mechanicznej Ek + Eg.
Sferoid Maclaurina jest wi¦c ,,stanem metastabilnym''.
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Sferoid Maclaurina Elipsoida Jacobiego

Ek
Eg

= 0.16
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STABILNO ŚĆ SFEROIDUMACLAURINA I ELIPSOIDY JACOBIEGO

• Ek/Eg < 0.1375 −→ sferoid Maclaurina jest stabilny

• Ek/Eg = 0.1375 −→ sferoid Maclaurina jest identyczny z
elipsoidą Jacobiego

• 0.1375 < Ek/Eg < 0.27 −→ s. Maclaurina jest wiekowo
niestabilny

• Ek/Eg > 0.27 −→ s. Maclaurina jest dynamicznie niestabilny

• 0.1375 < Ek/Eg < 0.1628 −→ e. Jacobiego jest stabilna

• Ek/Eg > 0.1628 −→ elipsoida Jacobiego jest dynamicznie
niestabilna
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„K OLAPS” KWAZISTATYCZNY I

Oznaczmy: Td – typowy czas dla procesów dyssypatywnych
Te – typowy czas ewolucji układu

Te >> Tp

• Ukªad osi¡ga Ek/Eg = 0.27

• Dochodzi do niestabilno±ci
dynamicznej

• Gwaªtowna utrata nadmiaru
momentu p¦du

• Zniszczenie ukªadu

Te << Tp

• Ukªad osi¡ga Ek/Eg = 0.1375

• Tworzy si¦ e. Jacobiego

• Ukªad osi¡ga Ek/Eg ' 0.16

• Tworzy si¦ gruszka Poincar-
ego

• Dwa okr¡»aj¡ce sie ciaªa
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MODEL ROCHE’ A

Masa M skupiona w centrum plus otoczka o g¦sto±¢i ρ→ 0.
Powierzchnie ekwipotencjalne:

GM√
r2 + z2

+
1

2
Ω2r2 = const

Powierzchnia krytyczna:
siła od́srodkowa i grawitacyjna równoważą się:

GM

R2
e

= Ω2Re, Re =
3

√
GM

Ω2
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„K OLAPS” KWAZISTATYCZNY II

Przy zachowanym kr¦cie J , Ω ∼ R−2.
WNIOSEK: powierzchnia krytyczna kurczy si¦ szybciej ni» samo
ciaªo:

Re ∼ R4/3

• Ciaªo znajduje si¦ wewn¡trz powierzchnie krytycznej

• Ciaªo si¦ kurczy: Ω ro±nie

• Powierzchnia krytyczna zbli»a si¦ do pow. ciaªa
-Samo ciaªo si¦ rozszerza

• Powierzchnia Roche'a zostaje wypeªniona

• Nast¦puje ,,niestabilno±¢ równikowa'' - utrata masy
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DWIE DROGI ROTUJĄCYCH CIAŁ

SCIEŻKA MACLAURINA SCIEŻKA ROCHE’ A

• ciaªo o staªej g¦sto±ci

• kurczenie si¦

• rozpad

• fragmenty wchodz¡ na:
- ±cie»k¦ Roche'a
- ±cie»k¦ Maclaurina

• ciaªo o prawie punk-
towym j¡drze

• kurczenie si¦

• wypªyw materii z równika

• powstanie dysku

• j¡dro (dysk) wchodzi na:
- ±cie»k¦ Roche'a
- ±cie»k¦ Maclaurina
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UOGÓLNIONY MODEL JEANSA

Sferoid Maclaurina o masie M i obj¦to±ci V1 plus

otoczka o g¦sto±ci ρ→ 0 i obj¦to±ci V2.

ρ̄ =
M

V1 + V2
, ρM =

M

V1

χR =
Ω2

2πGρ̄
, χM =

Ω2

2πGρM

χR = 0.36, χM = 0.187

ρM/ρ̄ = χR/χM ' 2 co daje n ' 0.6 [0.83, 0.808]
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„T RZECIA IDEA SHAPIRO”

Shapiro, The secular bar-mode instability in rapidly rotating stars revisited,
ApJ 613 1213-1220 (2004).

• Przej±cie s. Maclaurina → e. Jacobiego wymaga utraty
energii

• Podstawowy proces: lepko±¢

• Ale: lepko±¢ produkuje ciepªo

• Ciepªo zmienia równanie stanu materii

• Prowadzi to do rozszerzania si¦ ciaªa

• W efekcie rotacja mo»e spa±¢ poni»ej progu niestabilno±ci
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ELIPSOIDY DEDEKINDA I RIEMANNA

• L. Dirichlet, 1860, J. Reine Angew. Math. 58, 181

• R. Dedekind, 1860, J. Reine Angew. Math. 58, 217

• B. Riemann, 1860, Abhandl. Konigl. Ges. Wis. Gottingen, 9, 3

Pole pr¦dko±ci v (vx, vy, vz): vx = −q ζ y, vy = (1− q) ζ x, vz = 0,

∇× v = ζ ez

Równanie elipsoidy:

G(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0
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Wektor normalny: n = ∇G = (2 x/a2, 2 y/b2, 2 z/c2)

Warunek, »e ciecz ,,nie wypªywa'' z elipsoidy, n · v = 0, daje:

q =
a2

a2 + b2
, 1− q =

b2

a2 + b2

Równania ruchu ,,elementu cieczy''-- linii pr¡du:

vx = dx
dt = −q ζ y

vy = dy
dt = (1− q) ζ x

Podstawiamy: x = A eiΩt, y = B eiΩt:[
iΩ −q ζ

(1− q) ζ iΩ

] [
A
B

]
= 0
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Otrzymujemy zwi¡zek pomi¦dzy wirowo±ci¡ ζ elipsoidy
Dedekinda a pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ Ω elipsoidy Jacobiego:

ζ =
a2 + b2

a b
Ω
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DEFINICJA ROTUJĄCEJ BAROTROPY
przybli»enie elipsoidalne wg. Shapiro

1. Elipsoidalny rozkªad g¦sto±ci
ρ(m) identyczne ze sferyczn¡ politrop¡

2. ,,Elipsoidalne'' ruchy:
Sztywna rotacja Ω = const

Jednorodna wirowo±¢ ζ = const

Elipsoidalna ekspansja (kontrakcja)

3. Grawitacja Newtonowska

4. Barotropowe równanie stanu: P = K ρΓ

K = K(s) nie jest staª¡!
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KSZTAŁT ZIEMI

Zdefiniujmy:
m = Fc/F̂g - stosunek siły od́srodkowej na równiku dósredniej
siły przyciągania grawitacyjnego,
e - mimośród przekroju południkowego.

I. NEWTON (1687): em = 5
4 CH. HUYGENS (1690): em = 1

2
A.-C. CLAIRAUT (Theorie de la figure de la terre, 1743)

e
m = 5

2 [2+η(as)]

Dla ρ = const : η(as) = 0.
Dla masy skoncentrowanej wr = 0 : η(as) = 3.
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WYNIKI „elipsoidalnej hydrodynamiki”
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CEL: EWOLUCJA ROTUJĄCEJ GWIAZDY

Podej±cie I Podej±cie II

Rodzina sferoidalnych powierzchni Kontury stałej masy wyliczone

Opis rotacji poprzez j(m) Opis rotacji poprzez Φc

Rotacja podlega ewolucji Rotacja zaªo»ona z góry

Pełny opis materii w gwieździe Barotropowe równanie stanu

Rotacja ,,powªokowa'' (shellular) Rotacja cylindryczna

Brak równowagi hydrostatycznej Pełna równowaga hydrostatyczna
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TOROIDALNY ZAPŁON BIAŁEGO KARŁA

Pierwsza poprawka:
h1 = hc w4/3(λr)− Φc(r) + ∆C

w centrum:

wn(x) ' 1− 1

6
x2 +

n

120
x4 + . . . , Φc ' −

1

2
Ω2

0 r
2 + . . .

w tym przyli»eniu:

h1(r) = hc +

(
Ω2

0 −
4

3
πGρc

)
r2 + . . .

Je»eli Ω2
0 >

4
3πGρc to ρc < ρmax !

Gęstósć zapłonu białego karłaρc ' 2 · 109 dajeΩ0 ∼ 25 rad/s.
Heger & Langer 2000:

Ω0(Fe) > 30 rad/s

Ω0(He) ∼ 10−3 rad/s
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ROTUJĄCE BAROTROPY WOTW

ds2 = (eν)2 dt2 − (eµ)2 (dr2 + r2 dθ2)− (eψ)2 (ω dt− dφ)2

gdzieν, µ, ψ, ω to funkcjer i θ.
Czteroprędkósć: uα = e−ν√

1−v2

[
1, 0, 0,Ω

]
= e−ν√

1−v2

(
tα + Ω φα

)
,

v ≡ |v| = eψ−ν (Ω− ω).
Równanie stanu:p = p(ε); entalpia:∇h = ∇p/(ε + p)

∇h +∇ν +∇ ln
√

1− v2 +
v2

1− v2
∇Ω/(Ω− ω) = 0
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