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O czym bedzie ten referat?

Systemy ,algebry komputerowej”

@ Computer Algebra Sysytems

@ oprogramowanie ktore realizuje wiekszo$¢ poznanych
algorytméw dotyczacych elementarnej i wyzszej matematyki,
w tym praktycznie cata ,,matematyke XIX wieku”, na ktorej
opiera sie m. in. fizyka i inzynieria XX wieku

© sztandarowe ,,produkty” to MATHEMATICA i MAPLE
rozwijane od lat 80-tych

Q wspotczesnie systemy te posiadaja wbudowana zaawansowana
grafike komputerowa, metody numeryczne, edytory oraz
mozliwos¢ faczenia sie z zewnetrznymi programami
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Krétka demonstracja sity

MATHEMATICA

© przyktady beda w programie MATHEMATICA 6.0.2

@ autorem programu i wtascicielem firmy Wolfram Research jest
Stephen Wolfram

Q http://www.wolfram.com/, http://mathworld.wolfram.com/

©Q UJ jest na etapie zakupu nieograniczonej licencji dla
wszystkich studentéw i pracownikéw

[DEMONSTRACJA SItY]
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Terminologia stosowana przy rozwigzywaniu zadan

Przykfad: ax? 4+ bx +c =0 ()

O ROZWIAZANIEM GRAFICZNYM nazywam wykres 2 funkcji:
y = ax? 4+ bx + c oraz y = 0 w dowolnym przedziale
(Xmins Xmax) dla ustalonej wartosci liczb a, b, c; przeciecie sie
wykreséw jest rozwigzaniem graficznym réwnania ()

@ ROZWIAZANIEM NUMERYCZNYM nazywam podanie
nietrywialnej informacji gdzie znajduje sie rozwiazanie
réwnania (x) dla pewnych ustalonych liczb a, b, ¢, np dla
a=1b=0ic=-41<x<3

© ROZWIAZANIEM SYMBOLICZNYM nazywam wzor:

—b+ Vb% — 4ac
a 2a
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Poprawna metodologia rozwigzywania zadan
WHtasciwa kolejnos¢ rozwigzywania zadan

Q o ile jest to mozliwe i sensowne staramy znalez¢é graficzne
rozwigzanie zadania, czyli odczyta¢ przyblizone wartosci z

wykresu lub/i animacji.
Dotyczy to m. in:

e rozwigzywania réwnan i uktadéw réwnan
o szukania wartosci maksymalnych

e badania funkgji

e obliczania granic

@ szukamy rozwigzania numerycznego,/ wartosci numerycznej

© szukamy symbolicznego rozwiazania zadania

UWAGA!

Na kartce/ tablicy robimy to zwykle w doktadnie odwrotnej
kolejnosci! Jest to mozliwe tylko dla specjalnie spreparowanych
zadan oraz niewielkiego utamka realnych probleméw.
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Poprawna metodologia rozwigzywania zadan: 1

Rozwiazanie graficzne

Narysowanie badanej funkcji w celu sprawdzenia czy np. posiada
maksimum lub przecina o$ X daje nam przynajmniej 3 cenne
informacje:

@ ogdlne pojecie o stopniu trudnosci problemu, niejednokrotnie
wykres funkcji zapisanej przy pomocy niezwykle
skomplikowanej formuty okazuje sie by¢ niemal linig prosta,
lub wrecz przeciwnie

@ istnienie oraz ilos¢ potencjalnych rozwigzan

© przyblizone rozwiazanie zadania, czesto o wystarczajacej
doktadnosci — mozna je uzy¢ jako punkt startowy dla metod
numerycznych np. FindRoot

[DEMO: GRAFICZNE ROZW. UKL. ROWN ]
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzng

Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]. {x, 3.704, 3.706}]

_1}
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Przyktad: e —logx =0
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzna

Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/X] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]. {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]., {x, 3.704, 3.706}]
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzna

Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]., {x, 3.704, 3.706}]
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzna

Plot[Exp[1/x] - Log[x]. {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/X] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 3.704, 3.706}]
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Rysowanie wykreséw a rozwigzywanie réwnan

Narysowanie wykresu funkcji jest forma rozwiazania réwnanial

o Réwnanie f(x) = 0: Przeciecia wykresu funkcji f(x) z osia
pozioma s3 rozwiazaniami réwnania

@ Réwnanie g(x) = h(x): Przeciecia wykresu funkcji g(x) z
wykresem f. h(x) sa rozwigzaniami réwnania

o Uktad réwnan u(x,y) = 0, v(x,y) = 0: Przeciecia wykreséw
funkgji uwiktanych (ang. implicit function) u(x,y) i v(x,y)
daja rozwigzania ukfadu réwnan

o Uktad réwnan: z = G(x,y),x = X(t),y = Y(t),z = Z(t) :
Przeciecie krzywej 3D X(t), Y(t), Z(t) z powierzchnia
z = G(x,y) jest rozwiazaniem ukfadu

@ Podobne przyktady mozna monozy¢

@ Uzycie animacji, grafiki 3D i koloréw pozwala analizowaé
uktady réwnan az do pieciu wymiaréw (pieciu zmiennych
niewiadomych)
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27 linii prostych zawartych w powierzchni 3 stopnia

S4xyz — 9(x +y + z) + 126(xy + zy + xz) — 9 (x* + y? + 2°)
—189 (yx* + 2x® + y2x + 22x + yz22 + y?2) + 81 (3 + y3 + 22) +1 =0
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27 linii prostych zawartych w powierzchni 3 stopnia

Bdxyz —9(x +y +2) +126(xy + 2y +x2) = 9 (* + y* + 2%)
—189 (yx* + 22 + y2x + 22x + y22 + y22) + 81 (P + Y + 22) +1=0
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Poprawna metodologia rozwigzywania zadan: 2

Rozwiazanie numeryczne

@ Wiekszos¢ typowych zadan mozna rozwigzaé numerycznie, na
ogot tatwiej i szybciej niz symbolicznie.

@ W przypadku pojedynczych probleméw bez symbolicznych
parametréw rzecz sprowadza sie do wywotania odpowiedniej
funkcji numerycznej: FindRoot, Nintegrate, NDSolve,
Det[N[A]].

@ manipulowanie rozwigzaniami numerycznymi z parametrami
jest skuteczne dzieki ogromnej mocy obliczeniowe;j
wspotczesnych komputeréw PC, ktére w locie generuja setki
tysiecy rozwiazan przebiegajacych wszystkie mozliwe wartosci
parametréow
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Poprawna metodologia rozwigzywania zadan: 3

Rozwigzanie symboliczne
Q skutecznos¢ systemu MATHEMATICA (i innych) w
znajdowaniu rozwigzan analitycznych tatwo prowadzi do

ztudzenia, ze wszytko mozna rozwigza¢ w taki sposéb

@ w rzeczywistosci to problemy egzaminacyjne, zbiory zadan jak
rowniez uswiecone przez czas metody i przyktady sa
specjalnym podzbiorem wszystkich zagadnien, dobranym tak
aby mozna byto znalez¢ wynik symboliczny!

© jezeli atakujemy istotnie nowy problem, szanse na wynik
symboliczny sa niewielkie, ale istnieja, dlatego zalecam
szukanie rozwigzania tego typu dopiero gdy mamy pewnos¢ ze
rozwigzanie istnieje (metoda graficzna) oraz wiemy jak
wyglada w przyblizeniu (metoda numeryczna)
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Troche fizyki

Rzut w polu grawitacyjnym

@ przyktad nauczania modelu bez zwigzku z rzeczywistoscia,
wprowadzonego tylko dlatego, ze jest mozliwe podanie
relatywnie prostych do zapamietania wzoréw

o Arystoteles twierdzit, ze ciato rzucone pod katem « najpierw
porusza sie po linii prostej, az wytraci ,ped”, potem po tuku
okregu, a nastepnie pionowo w dét

@ kazdy dobry uczen na to samo pytanie odpowie, ze ciato
porusza sie po paraboli i potrafi nawet poda¢ na to
odpowiedni wzor

@ kto ma racje, najwiekszy filozof starozytnosci czy uczen w
szkole na poczatku XXI wieku?
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Przyktad: réwnania dynamiki Newtona

F(r,t) = ma
gdzie:
a — d72r
- dt?
Dla pojedynczego punktu materialnego jest to uktad 3 réwnan:
d?x(t)
= = Fulx(®), y(8), 2(t), 1
d?y(t)
dt2 = Fy[ (t)vy(t)az(t)at]
d?z(t)
dt2 :Fz[ (t)ay(t)7z(t)7t]

gdzie funkcje x(t), y(t), z(t) okreslaja potozenie w uktadzie
kartezjanskim.
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Rzut w polu grawitacyjnym

Rzucone ciato jest poddane dziataniu licznych sit. Jedna z nich jest
przyciaganie grawitacyjne:

Fg = mg

Wybierajac uktad wspoétrzednych w ktérym o$ z jest skierowana
pionowo do géry mamy:

F.=0
F, =0
F,=—mg

Warunki poczatkowe zadajemy nastepujaco:
x(0) = 0,x (0) = vp cos o
y(0)=0,y'(0)=0
z(0) = O,ZI(O) = ysina
czyli rzut nastepuje w punkcie (0,0,0) z predkoscia vy pod katem

« do poziomu.
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MATHEMATICA rozwiazuje uktad réwnan bezproblemowo:
@ zapisujemy réwnania jako eqX, eqY, eqZ
eqX = m x'[t] ==
eqY = my"[t] ==
eqZ=mZ2z'[tj ==-mg
@ Uktad réwnan stanowi zbiér pojedynczych réwnan:
sys = {eqX, eqY, eqZ}
© Podajemy warunki poczatkowe:
ic={x[0] == 0, y[0] == 0, z[0] == 0,
x'[0] == v0 Cos[a], y'[0] == 0, 2'[0] == VO Sin[a]}
Q Petny opis problemu jest zawarty w sumie zbioréw
zawierajacych réwnania i warunki poczatkowe: Union([sys, ic]
© Dla wygody definiujemy jeszcze wektor potozenia r:
r={x[t]. y[t]. Z[t] }
@ Funkcja DSolve rozwigzuje zadany problem:
trajektoria = DSolve[Union([sys, ic], r, t] i otrzymujemy
znany wynik: Out= {{ x[t] — t vO Cos[al, y[t] —
0, z[t] — 1/2 ( -g t* + 2 t vO Sinl[a] ) }}
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Opér powietrza

Zaktadamy, ze site oporu powietrza mozna wyrazi¢ jako:
Fo = —kv

Rozpisujac to na sktadowe mamy:

dx(t)
F=—k
dt
dy(t)
F, = —k
Y dt
dz(t)
F, = —k
dt

nastepnie dodajemy site oporu do sity przyciagania ziemskiego.
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Ukfad rownan rézniczkowych z uwzglednieniem oporu

powietrza

eqgX = m x'[t] == -k x[t]

eqY = m y"[t] == -k y'[t]

eqZ =m2'[t] ==-m g - k 2'[t]

Rozwiazujemy ten uktad doktadne tak samo jak w poprzednim
przypadku, i otrzymujemy nieco bardziej skomplikowane
rozwigzanie:

e_% (71+e%)mv0 Cos|a]
X[t] — k 7.y[t] - 07 Z[t] -

f% (efgm (gm - e%gm+ e%gk t+ kv0Sin[a] — e%kVOSin[a]»]
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Konsewencje rozpowszechnienia systeméw CAS

o ,Kazdy moze rézniczkowaé i catkowac”
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Konsewencje rozpowszechnienia systeméw CAS

o ,Kazdy moze rézniczkowaé i catkowac”

@ Zmiany w sposobie nauczania konieczne
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Konsewencje rozpowszechnienia systeméw CAS

o ,Kazdy moze rézniczkowaé i catkowac”
@ Zmiany w sposobie nauczania konieczne

o Klasa probleméw fatwych do rozwigzania powieksza sie
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Konsewencje rozpowszechnienia systeméw CAS

»Kazdy moze rézniczkowac i catkowac”
Zmiany w sposobie nauczania konieczne

Klasa probleméw tfatwych do rozwigzania powieksza sie

Znika ,bariera matematyczna” (dotyczy pewnej grupy
ucznidéw i studentéw)
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Konsewencje rozpowszechnienia systeméw CAS

»Kazdy moze rézniczkowac i catkowac”
Zmiany w sposobie nauczania konieczne

Klasa probleméw tfatwych do rozwigzania powieksza sie

Znika ,bariera matematyczna” (dotyczy pewnej grupy
ucznidéw i studentéw)

@ Dyskusja nad sensem tradycyjnych przedmiotéw nauczania
i metod egzaminowania

@ Uzaleznienie szkdt i uniwersytetéw od producentéw CAS

Watpliwosci 0s6b zmuszanych do obliczen recznych
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Konsewencje rozpowszechnienia systeméw CAS

»Kazdy moze rézniczkowac i catkowac”
Zmiany w sposobie nauczania konieczne
Klasa probleméw tfatwych do rozwiazania powieksza sie

Znika ,bariera matematyczna” (dotyczy pewnej grupy
ucznidéw i studentéw)

@ Dyskusja nad sensem tradycyjnych przedmiotéw nauczania
i metod egzaminowania

@ Uzaleznienie szkdt i uniwersytetéw od producentéw CAS

Watpliwosci 0s6b zmuszanych do obliczen recznych

»Cofniecie sie” z rozwiazan na pozycje ,réwnan wyjsciowych” )
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»,Cofniecie sie” na pozycje ,réwnan wyjsciowych”

Problem I: znalez¢ pozycje ,ciala” rzuconego pionowo w gore z
predkoscia vp = 1 m/s po 1 sekundzie
Nauczanie tradycyjne:
o Wyciagamy z pamieci wzér: s = —gt?/2 + vt
o Wstawiamy do wzoru
CAS:
@ Znamy wyfacznie |l zasade dynamiki Newtona F = ma

@ Wypisujemy r, rézniczkowe:

—mg = ms”

Rozwigzujemy ww. réwnanie z pofozeniem poczatkowym
s(0) = 0 oraz predkoscia poczatkowa v(0) = vy
Otrzymujemy wzér s = —gt?/2 + vt

Wstawiamy do wzoru
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Dla osoby ktéra nie zna metod (algorytméw) rozwigzywania r.
rézniczkowych zwyczajnych jest to problem.

W tym momencie wkracza na scene CAS: )

DSolve[{s[0] == 0, s'[0] == v0, —mg == ms"[t]}, s[t], t]
{{s[t]— > %(—gt2 +2tv0)}}

Czy jest to dtuzsza droga? J

Tak, ale sprébujmy uwzglednié np. opory powietrza, zaleznos¢ sity
grawitacyjnej od wysokosci, zmiane gestosci atmosfery, sity
coriolisa, efekt Magnusa itd..

Nie znamy wzoru? A moze wcale nie istnieje taki wzoér?

Ale znamy prawa Newtona i mamy narzedzie do ich.rozwigzywania.
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Jak przygotowac do wykorzystania potencjatu tkwigcego w CAS?

© liczby zespolone: analiza rzeczywista jest trudniejsza
metody graficzne w 2D, ale takze 3D, animacje, kolory
elementarne postawy metod numerycznych
umiejetnos$é rozwigzania zadania ,\w przyblizeniu”

(2]
(8]
o
@ réwnania rézniczkowe (chyba za duzo chcemy . ..)
O wiecej wiedzy kosztem rozwigzywania zadan

7]

umiejetnos¢ sformutowania problemu w jezyku matematyki
(algorytm rozwigzania wybierze i zastosuje CAS)

©

dobra znajomos$¢ fundamentalnych praw (np. fizyki)
rzadzacych naszym otoczeniem i nawyk wyprowadzania
rozwiazania wprost z np. praw Newtona

© zangazowanie w rozwigzania typu Open Source

@ jezyk angielski




Inne godne uwagi mozliwosci CAS
Zintegrowane bazy danych

@ Mathematica w razie potrzeby taczy sie z serwerami Wolfram
Research aby pobra¢ rézne dane

@ dostepne sa m. in. wtasnosci fizyczne i chemiczne substancji,
szczegbtowe dane dotyczace ponad 3000 jader atomowych,
dane ekonomiczne, demograficzne, astronomiczne i
matematyczne (wielo$ciany, wezty, grafy itp.)

@ dane s3 ciagle uzupetniane przez Wolfram Research

Mathematica Player

@ darmowy ,odtwarzacz” do plikéw Mathematica

@ pozwala na uzywanie i rozpowszechnianie apletéw tworzonych
przez np. Manipulate

@ wymiana interaktywnych wykresow
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