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Praca zawiera opis metody numerycznej użytej do obliczenia
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(samograwitujący) w reżimie silnego pola.
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A. Odrzywołek Metoda Shibaty



Metryka czasoprzestrzeni

gµν “

¨

˚

˚

˝

r2 sin2pθqβ2ψ4 ´ α2 0 0 r2 sin2pθqβψ4

0 e2qψ4 0 0
0 0 e2qr2ψ4 0

r2 sin2pθqβψ4 0 0 r2 sin2pθqψ4

˛

‹

‹

‚

α ” αpr , θq, β ” βpr , θq, q ” qpr , θq, ψ ” ψpr , θq

ds2 “ ´α2dt2`ψ4
”

e2q `dr2 ` r2dθ2˘` r2 sin2 θ pβdt ` dϕq2
ı

p1q
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Pole prędkości i równanie stanu materii

Uµ “ tutrr , θs, 0, 0, uϕrr , θsu

Uµ “ tutrr , θs, 0, 0, uϕrr , θsu

Uµ “

"

´
ut ´ βuϕ

α2 , 0, 0,
ut ´ βuϕ

α2 β `
uϕ

ψ4 r2 sin2 θ

*

Uµ “
 

´α2ut ` ψ4r2 sin2 θpuϕ ` utβqβ, 0, 0, ψ4r2 sin2 θpuϕ ` utβq
(

Ω ”
uϕ

ut

Tµν “ ρhUµUν ` Pgµν , P “ KρΓ

W pracy Shibaty pole prędkości jest z góry związane wzorem (9) –
tzw. prawo rotacji „ j-const” jpΩq “ const:

j ” hUϕ “ const.
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Kluczowy „trik” metody Shibaty

Idea polega na rozłożeniu składowej β metryki na część
pochodzącą od „czarnej dziury Kerra” βK oraz część pochodzącą
od „torusa” βT :

β “ βK ` βT .

Rozkład polega na rozbiciu pomnożonej przez ψ2 krzywizny
zewnętrznej na część pochodzącą od metryki Kerra i pozostałą
część pochodzącą od torusa.

Notacja pochodzi z serii prac Brandt&Seidel (1995) opisujących
ewolucję zaburzonych czarnych dziur. Wzory Shibaty zawierają r ,
bo użyta zmienna radialna jest inna: r9eη.
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Oznaczenia

Steven R. Brandt and Edward Seidel
National Center for Supercomputing Applications, University of Illinois at Urbana
Evolution of distorted rotating black holes. I. Methods and tests
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Rozwiązanie problemu polega na numerycznym rozwiązywaniu 4
powyższych równań + całkowanie piątego naprzemiennie z
algebraicznym równaniem (11) [ całka r. Eulera].

Jest to metoda iteracyjna typu Self Consistent Field method (SCF).
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Ogólna postać równań (44-47)

B2q

Br2 ` a
Bq

Br
` b

B2q

Bθ2 ` c
Bq

Bθ
“ Sq

q “ qpr , θq, a, b, c ,Sq “ a, b, c , Sq pr , θ, ~q, Br~q, Bθ~qq

Dyskretyzacja (przykład: siatka równoodległa, 3-punktowa
interpolacja)

Bq

Br
Ñ

qi`1,j ´ qi´1,j

2∆r
,

B2q

Br2 Ñ
qi`1,j ´ 2qi ,j ` qi´1,j

∆r2

Bq

Bθ
Ñ

qi ,j`1 ´ qi ,j´1

2∆θ
,

B2q

Br2 Ñ
qi ,j`1 ´ 2qi ,j ` qi ,j´1

∆θ2
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Schemat relaksacyjny

Otrzymujemy algebraiczne równanie liniowe na qi ,j :

qi`1,j ´ 2qi,j ` qi´1,j

∆r2
`ai,j

qi`1,j ´ qi´1,j

2∆r
`bi,j

qi,j`1 ´ 2qi,j ` qi,j´1

∆θ2
`ci,j

qi,j`1 ´ qi,j´1

2∆θ
“ pSqqi,j

którego rozwiązanie definiuje schemat relaksacyjny:

qi ,j Ñ F pqi`1,j , qi ,j`1, qi´1,j , qi´1,j´1, ai ,j , bi ,j , ci ,j , pSqqi ,jq

Idea metody jest prosta (std. ćw. z metod numerycznych) ale:
1 siatka nie jest równoodległa, ale geometryczna
2 rząd interpolacji 5
3 wynik nie jest z góry znany (brak rozw. symbolicznych)
4 wzory są skomplikowane, równania posprzęgane
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Metoda sukcesywnej nadrelaksacji

Sukcesywna

Nowo obliczone wartości ~qNEW są używane natychmiast, t.j. nie
czekając na zakończenie pętli po całej siatce.

Nadrelaksacja

~qNEW “ p1´ λSORq~qOLD ` λSOR~qNEW “ ~qOLD ` λSOR p~qNEW ´ ~qOLDq
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Warunki brzegowe
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Parametry fizyczne modelu (G “ c “ 1)

1 m, a — masa i spin czarnej dziury Kerra w centrum
(m “ 1.0, a “ 0.5 t.j. rs » 0.433)

2 r1, r2 — wewnętrzny i zewnętrzny brzeg torusa
(r1 “ 3.5, r2 “ 15.0)

3 ρ0

ˆ

2
1
r1

` 1
r2

˙

— gęstość w pewnym punkcie wewnątrz torusa

(ρ0 “ 1.5ˆ 10´3)
4 Γ “ 4{3 — wykładnik politropy w równaniu stanu

Główne parametry „informatyczne” modelu (wart. domyślne)

1 nr, nt — radialna i kątowa liczba punktów siatki ( nr=512,
nt=256)

2 rOUT — położenie zewnętrznego brzegu siatki (rOUT =
27418.9)

3 niter, nSORiter — liczba iteracji pętli zewnętrznej i
wewnętrznej (niter = 1024, nSORiter=1024)

4 SORfactor — 4 współczynniki nadrelaksacjiA. Odrzywołek Metoda Shibaty



Czynniki potencjalnie decydujące o tempie zbieżności (lub
rozbieżności . . . ), w kolejności od najważniejszych (?)

1 współczynnik nadrelaksacji (SOR factor)
2 liczba iteracji pętli wewnętrznej i zewnętrznej (1024,1024)
3 rozdzielczość siatki NR ˆ NT (512x256 lub 1024x256)
4 odleglość zewnętrznego brzegu siatki od czarnej dziury i

zewnętrznego brzegu torusa
5 dobre przybliżenie zerowe
6 rząd interpolacji przy liczeniu pochodnych (3 lub 5)
7 sposób rozłożenia węzłów siatki (równomierny, geometryczny,
dopasowany do kwadratury, cos itp. )

8 sposób przemiatania siatki w procedurze iteracyjnej
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Q1: jak zbieżność zależy od współczynników nadrelaksacji?
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Pytanie 2: jak zbieżność zależy od stosunku liczby iteracji
SOR i pętli zewnętrznej?
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Pytanie 3: jak zbieżność zależy od odległości zewnętrznego
promienia siatki?
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Pytanie 4: jak zbieżność zależy od rozdzielczości siatki?
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Pytanie 5: jak zbieżność zależy od warunków startowych?
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Zbieżność - parametry globalne
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