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Metryka czasoprzestrzeni
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Pole predkosci i réwnanie stanu materii
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Ty = phU,U, + Pguy, P =Kp'
W pracy Shibaty pole predkosci jest z gbry zwigzane wzorem (9) —
tzw. prawo rotacji ,,j-const” j(Q) = const:
J = hU, = const.



In the following, we assume that the torus is composed
of the perfect fluid for which the energy-momentum tensor
is

T, = phuyu, + Pg,,, (2)

where p, h, u,, P, and g,, are the rest-mass density,
specific enthalpy, four-velocity, pressure, and spacetime
metric, respectively. In this paper, we adopt the polytropic
equation of state (EOS)

P=Kpl, (3)

where K and I are the polytropic and adiabatic constants,
respectively. In this EOS, the specific internal energy & and
h are written by

pt (4)

h=1+Te. (5)

Nonzero components of the four-velocity are u? and u'.
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From u,,. the angular velocity (). defined by u®/u’, is
derived

u

¢
Trne 7
Yru'r’sin?6 ™

O=-p+

In stationary axisymmetric spacetime, the Euler equa-
tion is integrated to give

lei’ + fhuwd!l =C, (8)

where C is a constant (see Appendix A for the derivation of
Eq. (8) and an extension of this relation in the presence of
toroidal magnetic fields). Note that Eq. (8) holds irrespec-
tive of the chosen EOS as far as the fluid is isentropic.

In this paper, we choose the constant specific angular
momentum as the rotation law, namely,

J = hu, = const. )
Then, the first integral of the Euler equation is

Tija=c (10)
u'

or

(11)
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Kluczowy ,trik” metody Shibaty

Idea polega na roztozeniu sktadowej 3 metryki na czesé
pochodzaca od ,czarnej dziury Kerra” [k oraz czes¢ pochodzaca
od ,torusa” [r:

B = Bk + Pr.

Rozktad polega na rozbiciu pomnozonej przez 1> krzywizny
zewnetrznej na cze$¢ pochodzaca od metryki Kerra i pozostata
czes¢ pochodzaca od torusa.

Notacja pochodzi z serii prac Brandt&Seidel (1995) opisujacych
ewolucje zaburzonych czarnych dziur. Wzory Shibaty zawieraja r,
bo uzyta zmienna radialna jest inna: roce’.
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Ky =Ky, (12)
the momentum constraint equation of a nontrivial compo-

nent (¢ component) is written as

la(ﬂkw)+ I 3(sinfK,,)
2 ar 2 sinf a0

— 7t 6 ,2¢
= 3nT,af’e™.

(13)

Because the momentum constraint is linear in k,-j, the
nonzero components may be split as

”~
. Hgsin?0 4
2 = ESIn A

ro R —arzsinZearﬁT, (14)
Hypsing  of
A SI
o = 2SOV 2264, e, (15)
r 2

where the first term of each denotes the contribution from a
rotating black hole and the second term is that from a torus.
B is the shift vector associated with the torus and equal to
B — Bx where B is derived from
~
dBx _ 2Hpa
ar R
~~ L)
Hy and Hp satisty a relation derived from the momentum
constraint as [23]

(16)

oH dH psin?6

ST
—Esindg + " = . (17)
ar a6
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Oznaczenia
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Rozwigzanie problemu polega na numerycznym rozwigzywaniu 4
powyzszych réwnan + catkowanie pigtego naprzemiennie z
algebraicznym réwnaniem (11) [ catka r. Eulera].

Jest to metoda iteracyjna typu Self Consistent Field method (SCF).
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Rozwiqzanie startowe

(Kerr lub numeryczne)
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ROZWI,AZUJE',AY (44-47) a Iteracje wewnetrzne SOR
nastepnie calkujemy (48)
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Ogodlna postac réwnan (44-47)

0%q oq 0%q oq
ﬁ“r F+bﬁ+cﬁ Sq
q= q(r,@), a, b,c,5q=a, baCaSq(r>9>JaarC7,50C7)

Dyskretyzacja (przykfad: siatka réwnoodlegta, 3-punktowa
interpolacja)

09 _ Qit1)j —9i-1j 0%q _ Giv1j—2Gi + Gi1y
al’ 2Ar ’ or? Ar?
99 Gij+1—dij-1 *q _, 9ij+1 = 24ij +Gij1
00 2A0 ’ or? A02
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Schemat relaksacyjny

Otrzymujemy algebraiczne réwnanie liniowe na g; ;:

Gi+1,j = 24ij +di-1, o JL T il T 2qi,j +4i,j—1 po  Jdtl T G

Ar2 h 2Ar b AG2 " 280 = (Sq)ij

ktérego rozwigzanie definiuje schemat relaksacyjny:

qij — F (Git1,, Gij+1, 9i-1j> Gi—1,j—1, aij, bij, Cij, (Sq)ij)

Idea metody jest prosta (std. ¢w. z metod numerycznych) ale:
© siatka nie jest réwnoodlegta, ale geometryczna
@ rzad interpolacji 5
© wynik nie jest z gbry znany (brak rozw. symbolicznych)

@ wzory s3 skomplikowane, rownania posprzegane
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Metoda sukcesywnej nadrelaksacji

Nowo obliczone wartosci Gyew S3 uzywane natychmiast, t.j. nie
czekajac na zakonczenie petli po catej siatce.

Nadrelaksacja

Gnew = (1 — Asor)Goio + AsorGnew = Gouo + Asor (Gvew — Gouo)

JoLo =

o —9

Asor < 1 Asor = 1

Asor > 1
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Warunki brzegowe
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Parametry fizyczne modelu (G = c = 1)

@ m,a — masa i spin czarnej dziury Kerra w centrum
(m=1.0,a=0.5t]. rs ~0.433)

@ 1, o — wewnetrzny i zewnetrzny brzeg torusa
(r1 = 3.5, rp = 15.0)

Q o <2> — gestos¢ w pewnym punkcie wewnatrz torusa

1 1
ntn

(po = 1.5 x 1073)
© I = 4/3 — wyktadnik politropy w réwnaniu stanu

Gtéwne parametry ,informatyczne” modelu (wart. domysine)

© nr, nt — radialna i katowa liczba punktéw siatki ( nr=512,
nt=256)

@ r0OUT — potozenie zewnetrznego brzegu siatki (rOUT =
27418.9)

© niter, nSORiter — liczba iteracji petli zewnetrznej i
wewnetrznej (niter = 1024, nSORiter=1024)
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Czynniki potencjalnie decydujace o tempie zbieznosci (lub

rozbieznosci . .. ), w kolejnosci od najwazniejszych (?)

@ wspdtczynnik nadrelaksacji (SOR factor)
@ liczba iteracji petli wewnetrznej i zewnetrznej (1024,1024)
© rozdzielczos¢ siatki Ng x Nt (512x256 lub 1024x256)

Q odleglo$¢ zewnetrznego brzegu siatki od czarnej dziury i
zewnetrznego brzegu torusa

© dobre przyblizenie zerowe
@ rzad interpolacji przy liczeniu pochodnych (3 lub 5)

@ sposéb roztozenia weztéw siatki (réwnomierny, geometryczny,
dopasowany do kwadratury, cos itp. )

© sposob przemiatania siatki w procedurze iteracyjnej
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1: jak zbieznos¢ zalezy od wspétczynnikédw nadrelaksacji?

MEAN Error MEAN Error
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10 10
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Pytanie 2: jak zbieznos¢ zalezy od stosunku liczby iteracji

SOR i petli zewnetrznej?

MEAN Error MEAN Error

nSORiter = 256
niter = 4096
total = 102472

nSORiter = 64
niter = 16384
total = 1024”2

"

terations!

Herations/6/67 107" sMachineEpsilon=2.22 E-16 |
\1]' © N 200 400 600 800 1000”

22 E-16
200 400 600 800 100!

MEAN Error
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Pytanie 3: jak zbieznos¢ zalezy od odlegtosci zewnetrznego

promienia siatki?

MEAN Error MEAN Error

10 nSORiter = 4096
niter = 256
total = 102472

107 22E-16
200 400 600 800
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zbieznos¢ zalezy od rozdzielczosci siatki?

MEAN Error

MEAN Error
1078
10°
. 107
107
£ I
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e e
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10
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MEAN Error MEAN Error
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Zbieznos¢ - parametry globalne

Convergence for j
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