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Czy potrafisz rozpoznaé liczby?

2.718281828459045
3.141592555900037
1.414213562373095
1.442695040888963
1.444667861009766
1.618033988749895
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Zadanie wydaje sie tatwe...

e ~ 2.718281828459045

1
1+ L

== n

14e 2+ec ¢ ~3141592555900037

V2 ~ 1.4142135623730951

L ~ 1.4426950408889634
In2

el/¢ ~ 1.444667861009766
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Czy mozna rozpozna¢ funkcje jednej zmiennej?

150 -

100 -
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Czy mozna rozpozna¢ funkcje jednej zmiennej?

150 -

100 -
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Czy mozna rozpozna¢ funkcje jednej zmiennej?

150 -

100 -

y:aa:2+b:z+c

A. Odrzywotek



Czy mozna rozpozna¢ funkcje jednej zmiennej?

150 -

100~

y:azz—i-b:z:—i-c
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Czy mozna rozpozna¢ funkcje jednej zmiennej?

100~

) -4 = 2 4 6
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Przyktady szukania rozwigzan metoda brute force

Plan wyktadu

Q liczby naturalne (trywialny przyktad)

Q liczby wymierne (rozwiazany nietrywialny przyktad)
Q wielomiany o wspétczynnikach catkowitych (nieoczywisty przyktad)

© przyblizanie i rozpoznawanie rozpoznawanie statych przestepnych (dziatajacy
trudny przyktad)
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Liczby naturalne/catkowite

Zadanie (trywialne)

Dla jakiego naturalnego n otrzymamy najlepsze przyblizenie liczby:

?

Oczywista metoda brute-force to wstawianie po kolei: 0,1,2,3,4, ...

UWAGA!

Gdyby chodzito o rozwigzania catkowite, wstawiamy po kolei:

0,1,-1,2,—2,3,-3...

Idiotyczny btad, formalnie mozliwy do popetnienie, to wstawianie najpierw liczb
dodatnich, potem ujemnych, lub wstawianie w kolejnosci, ktéra pomija pewne liczby,
np:

i 1—(=1)F(2k+1)

— 5

O ile dla liczb catkowitych tego typu pomytka bytaby absurdalna, w przypadku np:
funkcji elementarnych podobny btad fatwo popetnic i przeoczyé.

(—1)*k  zamiast
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Liczby naturalne/catkowite : podejscie funkcyjne

Zdefiniujmy trzy funkcje (zero, sukcesor, negacja):
Z(n) =0, Sn)=n+1, N(n) = —n.

Dowolne ztozenie funkcji Z, S, N zawsze ma sens, i reprezentuje funkcje stata,
przyjmujaca wartosci catkowite.
Dowolny ciag znakéw ZSN reprezentuje liczbe catkowita, np. cztery:

NSSSSZ.

Taka reprezentacja nie jest jednoznaczna, ale jest dobra podstawa do metod
genetycznych, gdyz po operacjach duplikacji, delecji, insercji czy odwrécenia nadal
reprezentuje liczbe catkowita. Pozwala takze na wprowadzenie Smieciowego DNA, typu
NNNNNNNNNN czy markeréw np: ZZZ czy NSZZ petniacych role kodonu
STOP/START.

Spostrzezenia

o Zmiana znaku jest funkcja odwrotng do samej siebie. Funkcje z + 1 mozna
zastapi¢ funkcja —x + 1, o tej samej wtasnosci.

o ciagi liter Z,S,N to liczby w systemie tréjkowym

@ mozna jednoznacznie powigzac liczbe catkowity z numerem pierwszego
pojawienia sie (przy ustalonej kolejnosci ,cyfr’ Z, S, N)

«COr «TFr o«
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Liczby wymierne

Zadanie

Dla jakiego wymiernego r otrzymamy najlepsze przyblizenie liczby 7:

n
r=—X>T
m

?

Cantor podat metode enumeracji liczb wymiernych % o rosnacych n, m. Liczby

powtarzaja sie (np: 421 = %), ale redundancja jest niewielka, asymptotycznie dazy do
zfotego podziatu.

Jak generowaé liczby wymierne bez powtérzen?
Okazuje sie, ze od potowy XIX w. znane s3 sposoby enumeracji liczb wymiernych:
O drzewo Sterna-Brocota (przeszukiwanie binarne ,przedziatu” [0, oo] )
Q ciag Fareya
© utamki tancuchowe
Q sktadanie funkcji

Najciekawsze ponownie okazuje sie podejscie funkcyjne.
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Funkcyjne generowanie liczb wymiernych

Zdefiniujmy cztery funkcje (one, minus sukcesor, negacja, odwrotnos¢):
ONE(r) =1, NSU(r) = —r+1, NEG(r) = —r, INV(r)=1/r.

Trzy ostanie s3 ,samoodwrotne”, i pozwalaja poprzez sktadanie na generowanie
wszystkich liczb wymiernych na zasadzie utamka tancuchowego.

Wszystko co powiedziano o liczbach catkowitych przenosi si¢ na wymierne.

Niespodzianka

Istnieje funkcja, ktérej sktadanie generuje po kolei wszystkie liczby wymierne bez
powtérzen. Jest ona ztozeniem dwdch funkgeji ,self-inverse:

1
INV(r) = -, LAD(r) = Floor[z] + 1 — Fractional Part[z]

7
—
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Wykres funkcji LAD(r)

LAD(z) = Floor[z] + 1 — Fractional Part[z]
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Generowanie utamkéw poprzez sktadanie funkg;ji

Okazuje sie, ze sktadajac wielokrotnie funkcje:

f@) = — .
oor[z] + 1 — Fractional Part[x]
otrzymujemy wszystkie liczby wymierne (w tym naturalne), w okreslonej kolejnosci,
bez powtdrzen!
011182,1485253 154738572758374,
7727773727377 4°3°572’573°4° 574’738 5° 72 7°5°8° 3 7°4°5 7

Mozna w ten sposéb wygenerowaé wszystkie mozliwe przyblizenia wymierne 7:

Przyblizenie \r:\f:;:?;izna igfzr;ﬂ;z:owa Btad bezwzgledny
3/1 3.0 7 -0.1415926535
13/4 3.25 71 0.1084073464
16/5 3.2 135 0.0584073464
19/6 3.1666(6) 263 0.025074
22/7 3.142857142857143 519 0.00126449

179/57 3.14035087719 261 127 -0.0012417763
201/64 3. 140625 523 271 -0. 0009676535
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WHtasnosci kolejnych przyblizen wymiernych 7

Przyblizenie ,zerowe":

el

=l w

Przyblizenie ,pierwsze”’: 13  plus” 3x najlepsze przyblizenie zerowe:
Yy P 1

22 13+3+3+3
T~ — =

7 4 +141+1

Przyblizenie drugie: X2 | plus” 8x najlepsze przyblizenie poprzednie:
W gie: &= J]

335 179422+ 22 422 4 22 + 22 4 22 + 22 4 22
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Jak wyjs¢ poza przyblizenia utamkowe?

Jak szukaé kolejnych przyblizen zawierajacych np: ﬁ?

T~ V243, T~ 24 1+i, r~14 (44 11
\/5 1+W

Lub logarytm naturalny In?

1

1
T~14+ — +1n2, T~ ———
s (9)
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Sposéb generacji dowolnych wyrazen matematycznych

PROJECT RAND

A DECISION METHOD FOR ELEMENTARY
ALGEBRA AND GEOMETRY

ALFRED TARSKI
Prepared for Publication by J. C. C. McKinsey

This report, aithough published by the BAND Corporation, was
writien while the Project was a port of Devghas Aircraft Ca., Inc.

August 1, 1948
(Revised May, 1951)

SECTION 1.
THE SYSTEM OF ELEMENTARY ALGEBRA
In this section we want to describe a formal system of elementary algebra — and
in particular to define in a precise way the class of sentences of this systen(",
By a variable we shall mean any one of the following symbols:

x, x5, 1

SRR O VI8 APRITEE N AR AN

We suppose that there are infinitely many variables and that they are arranged in a
sequence, so that we can speak of the variable occupying the lst, 2nd,..., nth place
in the sequence. These variables are to be thought of intuitively as ranging over the
set of real mumbers.
By an algebraic constant we shall mean one of the following three symbols:
1,0 1.
By an algebraic operation-sign we shall mean one of the following two symbols:
o0
The first is called the addition sign, and the second the multiplication sign.
By an algebraic term we understand any mesningful expression built up from

variables and algebraic constants by means of the elementary operation-signs. Thus,
for example,

5, o oty I, [(x, . —1)1‘] tx,
are algebraic terms. But
V2 o+ x
are not algebraic terms: the first, because it is meaningless; the second, becuuse

it involves the sign " vZ ", which is neither a variable nor an algebraic constant
(in the restricted meaning we have given to the latter term).

I one wants a precise definition of algebraic terms, they can be defined re-
cursively as follows: An algebraic term of first order is simply a variable or one
of the three algebraic constants. If a and § are algebraic terms of order at most
k, and if the maximum of the orders of a and £ is k, then (a+3) and (a + &) are

Jalgebraic terms of order k + 1. An expression is called an algebraic term if, for

some k, it is an algebraic term of order k.

According to the above definition, one should inclose in parentheses the results

of performing operations on terms. Thus one should write, for example, always
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Elementarna algebra wg. Tarskiego

Oryginalnie, minimalny (startowy) zbiér symboli Tarskiego to:
-1,0,l,z+y,x - y,2,y,2,...
Zero i 1 s3 redundantne:
1=(-1)-(-1), 0=-1+1

Wygenerowanie wszystkich mozliwych wyrazen elementarnej algebry, polega na
rekurencyjnym stosowaniu symboli i operacji bazowych. Tradycyjne symbole
matematyczne traktujemy jako ,skréty myslowe" np:

5=1+14+1+1+1, 22+l=z-x+(=1)-(=1),....
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Elementarna algebra wg. Tarskiego
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Zagadnienie zepsutego kalkulatora

,Broken calculator problem”

Czy jezeli w kalkulatorze zostaty nam tylko klawisze 4+, EXP, LN mozemy nadal
mnozy¢ i potegowad?

Praktyka pokazuje, ze klawiszy nie mozna wyrywa¢ w zupetnie dowolny sposéb. Jest
to gtéwne Zrédto niepowodzer i kiepskiej/losowej skutecznosci istniejacych metod
regresji symboliczne;j.
Przyktady zadan:

o czy dysponujac klawiszami +, exp, log, —, 1 mozemy obliczy¢ = ?

o czy dysponujac symbolami +, X, A, In, e mozemy uzyskaé¢ —1 ?
Konieczne jest wydzielenie sposréd zbioru ,wszystkich” symboli tych, ktérych nie
wolno usungé, pod grozba ostatecnego zepsucia naszego kalkulatora.
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Przyktady minimalnego zbioru funkcji/operatoréw

Zbiér minimalny ,botton-up”

Q dodawanie +, T +y
Q f. wyktadnicza exp, e

o

Q logarytm naturalny In, Inz

Q odwrotnosé (brak symbolu) 1

Zbiér minimalny ,,up-bottom”

Q potegowanie xx, zY
Q logarytm dwuargumentowy (o dowolnej podstawie) log,, y

© liczba E (podstawa logarytmu naturalnego) lub

Dla poréwnania: Mathematica

Q potegowanie Power, mnozenie Times, dodawanie Plus (wieloargumentowe!)

Q logarytm naturalny Log

Q liczba -1 oraz spory zestaw redundantnych statych przestepnych (E, Pi, ...)

Q liczby catkowite Integer, wymierne Rational, zespolone Complex, algebraiczne Root

Q@ ,skréty” typu Sin, ArcTan, LegendereP . ..rozwijane przez FunctionExpand, TrigToExp, ...
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Minimalne zbiory funkcji i operatoréw podstawowych

Mathematica
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Pierwsze przyblizenia = w bazie +,1In,exp, 1/z,1

Pierwsze przyblizenia 7

1 0 1 {ONE} 1.
e 5 2 {EXP, ONE} 2.71828
3 2600 5 {PLUS, ONE, PLUS, ONE, ONE} 3.
% +e 13180 6 {PLUS, EXP, ONE, INV, EXP, ONE} 3.08616
1
ec<? 20225 7 {EXP,EXP,INV,EXP,PLUS, ONE,ONE} 3.14219
Ty = eln z+In y7 i = exp (elny-Hnlnz)
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Pierwsze przyblizenia w bazie 2¥,log, y, e

Pierwsze przyblizenia 7

0 1 {E} 2.71828
67716 11 {LOG,E,LOG,E, POW, POW, POW, E, E, E, E} 3.

e 132597 11 {POW,E,POW,E,LOG, POW,POW,E, E E E} 3.14219

Nlﬁw ®

Reprezentacja operacji arytmetycznych

x'y:k)ga: ((wz)y)’ T+y=

Liczba 7 wyliczona doktadnie z liczby e

7 = log )log[ln (eeye] le] [log(logee ) e]

e (IOg(logee e) €
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m = log,i (—1), i=+v-1

In—1 T
m=logei (=1) = net  ilne
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Hierarchia operatoréw: top-bottom czy bottom-up ?

Pokazano, ze zbiér symboli startowych i operacji jest w zasadzie dowolny, jezeli
zawiera zbiér minimalny.

@ bramka logiczna NAND
@ zeracja (sukcesor) x +14+1+14+14+1+...+14+1=z+n
© dodawanie/odejmowanie z +z+z+x+ ...+ +z+x =nz

@ mnozenie/dzielenie z -z -z - ... -z =™
=

O potegowanie/logarytm % ="z
O tetracja/superlogarytm /superpierwiastek

Dla teoretyka informatyki cyfrowej operacje logiczne i dodawanie s3 pierwotne, dla
fizyka czy cybernetyka: potegowanie i logarytmy.

o Operatory wyzsze niz potegowanie s3 nadal stabo zbadane
o Nie ma zgody co do kontynuacji analitycznej na ptaszczyznie liczb zespolonych

o Nie wiadomo np: czy * jest liczba naturalng !

Potencjat generowania m,e, ... lub/i funkcji specjalnych, liczb algebraicznych itp?
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Rozpoznawanie statych: praktyka

Najpopularniejszym aktualnie zastosowaniem regresji symbolicznej jest dopasowanie

wzoru analitycznego do zadanej liczby zmiennoprzecinkowe;j.
Q Maple ( identify )

@ Mathematica (FindFormula, FindSequenceFunction, RootApproximant),
WolframAlpha

Q Inverse Symbolic Calculator (https://isc.carma.newcastle.edu.au/), PSLQ
© RIES (http://mrob.com/pub/ries/ )

@ nsimplify (SymPy)

Q A.O. https://github.com/VA00/SymbolicRegressionPackage
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http://www.maplesoft.com/support/help/maple/view.aspx?path=identify
https://isc.carma.newcastle.edu.au/
http://mrob.com/pub/ries/
https://github.com/VA00/SymbolicRegressionPackage

Catki oznaczone: testy

/2

1 1
tg Va2 + 2 1 1 \?
Insinz dz, wdz, (—+ ) dx,
(22 +1)Vz2 +2 Inz 1-=z
0

0 0
1
1 [1+z 222 +2z+1
— In dx
z\/1—=x 222 -2z +1
-1
|| WolframAlpha | identify | ISC | RIES | Google
none —7 In (2) -In(2)/In(exp(1/Pi)) —x/m =1In2 TAK
x >~ —2.17758609 | | | In(2~7)
5¢2) 22 .
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https://www.google.pl/search?q=2.17758609
https://www.google.pl/search?q=0.51404189589
https://www.google.pl/search?q=0.3378770664
http://www.wolframalpha.com/input/?i=+8.37221162660127566162574712109841263808172+closed+form

Podsumowanie: zastosowania regresji symbolicznej

matematyka rekreacyjna

generowanie losowych zadan matematycznych

°
°

o testowanie oprogramowania matematycznego

o szukanie rozwiazan specjalnych réwnan rézniczkowych, funkcyjnych, catek, itp.
°

przemystowe generowanie modeli matematycznych i teorii
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