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Mikoªaj Kopernik „ De Revolutionibus”, Księga I, Rozdział IX:

"Ja w każdym razie mniemam, że ciężkość nie
jest niczym innym, jak tylko naturalną dążnością,
którą boska opatrznósć Stwórcy wszechświata
nadała czę́sciom po to, żeby łączyły się w jed-
nósć i całósć, skupiając razem w kształt kuli.
A jest rzeczą godną wiary, że taka dążność istnieje
również w Słońcu, Księżycu i innychświecących
planetach, po to, by na skutek jej działania trwały
w tej krągłósci..."
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CO FIZYKA TEORETYCZNA ZAWDZIĘCZA

BADANIOM NAD ROTUJĄCYMI CIAŁAMI ?

I Równania Eulera (1755)

I Potencjał grawitacyjny, wielomiany Legendere’a (1773-93)

I R. Lapalace’a, harmoniki sferyczne (1825)

I R. Poissona (1825)

I Idea spontanicznego łamania symetrii (Jacobi, 1834)
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DEFINICJA ROTUJĄCEJ BAROTROPY:

1. Barotropowe równanie stanu:p = p(ρ)

2. Cylindryczna (czysta) rotacja:Ω = Ω(r)

3. Newtonowska grawitacja:Φg = Φg(ρ)

4. Symetria osiowaρ = ρ(r, z) i równikowaρ(r, z) = ρ(r,−z)
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PODSTAWOWE RÓWNANIE ROTUJĄCEJ„ GWIAZDY ”

h(ρ) + Φg + Φc = C

h - entalpia∇h = ∇p/ρ,
Φc - potencjał od́srodkowy:

Φc =

r∫
0

r Ω(r)2 dr
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PODSTAWOWE RÓWNANIE ROTUJĄCEJ„ GWIAZDY ”

h(ρ) + Φg + Φc = C

h - entalpia∇h = ∇p/ρ,
Φc - potencjał od́srodkowy:

Φc =

r∫
0

r Ω(r)2 dr

∆Φg = 4πGρ Φg = −G

∫
ρ dV

|r− r
′|
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METODY ROZWIĄZYWANIA

Metody numeryczne:
1. HSCF - metoda samouzgodniona (Hachisu, 1986)

2. Równanie całkowe na sieci (Eriguchi&Müller, 1985)

3. EFGH - równanie eliptyczne→ r. hiperboliczne (Fukushimaet. al.,1980)

Metody analityczne:
1. Obliczeniaścisłe – dlaΩ = const i ρ = const .

2. Obliczenia przybliżone – dlaΩ = const, ρ 6= const.
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METODY ROZWIĄZYWANIA

Metody numeryczne:
1. HSCF - metoda samouzgodniona (Hachisu, 1986)

2. Równanie całkowe na sieci (Eriguchi&Müller, 1985)

3. EFGH - równanie eliptyczne→ r. hiperboliczne (Fukushimaet. al.,1980)

Metody analityczne:
1. Obliczeniaścisłe – dlaΩ = const i ρ = const .

2. Obliczenia przybliżone – dlaΩ = const, ρ 6= const.

Nie istniej¡ metody analityczne dla Ω 6= const i ρ 6= const !
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PODSTAWOWE TRUDNÓSCI

I Ksztaªt powierzchni nieznany
− niemo»liwe sformuªowanie warunków brzegowych

I Niejasna rola staªej C

I Wybór wªa±ciwej funkcji niewiadomej: ρ,Φg, h, . . .

I Wybór odpowiedniej funkcji ,,zerowego'' rz¦du

I Wybór wªa±ciwej kolejno±ci iteracji

I W trakcie iteracji ρ→ 0
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PODSTAWOWE TRUDNÓSCI

I Ksztaªt powierzchni nieznany
− niemo»liwe sformuªowanie warunków brzegowych

I Niejasna rola staªej C

I Wybór wªa±ciwej funkcji niewiadomej: ρ,Φg, h, . . .

I Wybór odpowiedniej funkcji ,,zerowego'' rz¦du

I Wybór wªa±ciwej kolejno±ci iteracji

I W trakcie iteracji ρ→ 0

Ka»da trudno±¢ zawiera w sobie zal¡»ek rozwi¡zania...
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RÓWNANIE CAŁKOWE

h(ρ)− 4G

∫∫
A

θ
(
ρ(r

′
, z

′
)
) ρ(r

′
, z

′
) r

′
E(ik)√

(r′ − r)2 + (z′ − z)2
dz

′
dr

′
+Φc = C
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RÓWNANIE CAŁKOWE

h(ρ)− 4G

∫∫
A

θ
(
ρ(r

′
, z

′
)
) ρ(r

′
, z

′
) r

′
E(ik)√

(r′ − r)2 + (z′ − z)2
dz

′
dr

′
+Φc = C

Zdefiniujmy: f = C − Φc − h, F (f ) = h−1(C − Φc − f )

POSTAĆ KANONICZNA

f = R [F (f )]
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ROZWIĄZANIE PRZYBLI ŻONE

f1 = R[F (f0)],

f2 = R[F (f1)],

· · ·
fn = R[F (fn−1)]

· · ·
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ROZWIĄZANIE PRZYBLI ŻONE

f1 = R[F (f0)],

f2 = R[F (f1)],

· · ·
fn = R[F (fn−1)]

· · ·

−→ h(ρ1) = −R(ρ0)− Φc + C

niech ρ0 b¦dzie rokªadem g¦sto±ci dla
Φc ≡ 0:

h(ρ0) +R(ρ0) = C0

caªkowanie
niepotrzebne! h(ρ1) = h(ρ0)− Φc + C − C0
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h1 = h0−Φc−∆C

C (3)

C (2)

C (1)

C (0)

R0
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TWIERDZENIE WIRIALNE

0

0.5

1

1.5

0.1 0.2 0.3 0.4

0.5-

∆ C

Z

∆C = −Φc(R0) (◦)

∆C = −̂Φc (×)

Z =

2 Ek − |Eg| + 3

∫
p dV

|Eg|
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CEL: EWOLUCJA ROTUJĄCEJ GWIAZDY

Podej±cie I Podej±cie II

Rodzina sferoidalnych powierzchni Kontury stałej masy wyliczone

Opis rotacji poprzez j(m) Opis rotacji poprzez Φc

Rotacja podlega ewolucji Rotacja zaªo»ona z góry

Pełny opis materii w gwieździe Barotropowe równanie stanu

Rotacja ,,powªokowa'' (shellular) Rotacja cylindryczna

Brak równowagi hydrostatycznej Pełna równowaga hydrostatyczna

Instytut Fizyki im. M. Smoluchowskiego pi¡tek, 2004.09.10



Obrona pracy doktorskiej A. Odrzywoªek

?

Instytut Fizyki im. M. Smoluchowskiego pi¡tek, 2004.09.10



Obrona pracy doktorskiej A. Odrzywoªek

KONWENCJE ZWIĄZANE Z CAŁKAMI ELIPTYCZNYMI

Niezupeªna caªka eliptyczna pierwszego rodzaju:

F (φ, k) =

φ∫
0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

, ale: F (φ|m) =

φ∫
0

dψ√
1−m sin2 ψ

m – moduł(modulus), k – parametr(parameter), m = k2

Zupeªna caªka eliptyczna pierwszego rodzaju:

E(k) = F

(
π

2
, k

)
, ale: E(m) = F

(
π

2

∣∣∣∣m)
czyli E(k) 6= E(m)! W szczególnósci: E(m=−p) = E(k= ip).
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ELIPSOIDY DEDEKINDA I RIEMANNA

• 1856-57 L. Dirichlet

• 1860 R. Dedekind

• 1861 B. Riemann

Pole prędkósciv (vx, vy, vz): vx = −q ζ y, vy = (1− q) ζ x, vz = 0,

∇× v = ζ ez

Równanie elipsoidy:

G(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0
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Wektor normalny: n = ∇G = (2 x/a2, 2 y/b2, 2 z/c2)

Warunek, że ciecz „nie wypływa” z elipsoidy,n · v = 0, daje:

q =
a2

a2 + b2
, 1− q =

b2

a2 + b2

Równania ruchu „elementu cieczy”– linii prądu:

vx = dx
dt = −q ζ y

vy = dy
dt = (1− q) ζ x

Podstawiamy:x = A eiΩt, y = B eiΩt:[
iΩ −q ζ

(1− q) ζ iΩ

] [
A
B

]
= 0
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Otrzymujemy związek pomiędzy wirowościąζ elipsoidy
Dedekinda a prędkóscią kątowąΩ elipsoidy Jacobiego:

ζ =
a2 + b2

a b
Ω
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KSZTAŁT ZIEMI

Zdefiniujmy:m = Fc/F̂g – stosunek siły od́srodkowej na równiku dósredniej
siły przyciągania grawitacyjnego,e – mimósród przekroju południkowego.
I. NEWTON (1687): em = 5

4

CH. HUYGENS (1690): em = 1
2

A.-C. CLAIRAUT (Theorie de la figure de la terre, 1743):

e

m
=

5

2 [2 + η(as)]

Dla ρ = const, η(as) = 0, dla masy skoncentrowanej wr = 0, η(as) = 3.
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TOROIDALNY ZAPŁON BIAŁEGO KARŁA

Pierwsza poprawka:

h1 = hc w4/3(λr)− Φc(r) + ∆C

w centrum:

wn(x) ' 1− 1

6
x2 +

n

120
x4 + . . . , Φc ' −1

2
Ω2

0 r
2 + . . .

w tym przyli»eniu:

h1(r) = hc +

(
Ω2

0 −
4

3
πGρc

)
r2 + . . .

Je»eli Ω2
0 >

4
3πGρc to ρc < ρmax !
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Gęstósć zapłonu białego karłaρc ' 2 · 109 dajeΩ0 ∼ 25 rad/s.
Heger & Langer 2000:

Ω0(Fe) > 30 rad/s

Ω0(He) ∼ 10−3 rad/s

Instytut Fizyki im. M. Smoluchowskiego pi¡tek, 2004.09.10



Obrona pracy doktorskiej A. Odrzywoªek

ROTUJĄCE BAROTROPY WOTW

ds2 = (eν)2 dt2 − (eµ)2 (dr2 + r2 dθ2)− (eψ)2 (ω dt− dφ)2

gdzieν, µ, ψ, ω to funkcjer i θ.
Czteroprędkósć: uα = e−ν√

1−v2

[
1, 0, 0,Ω

]
, v ≡ |v| = eψ−ν (Ω− ω).

Równanie stanu:p = p(ε); entalpia:∇h = ∇p/(ε + p)

∇h +∇ν +∇ ln
√

1− v2 +
v2

1− v2
∇Ω/(Ω− ω) = 0
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