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Mikotaj Kopernik ,,De Revolutionibus”, Ksiega I, Rozdzial
IX:
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SFEROID MACLAURIN’A

e C. Maclaurin, Treatise on flu-
xions, 1742

e Jedno z pierwszych zastosowan metod
Newtona: rachunku nieskonczenie ma-
tych

e Obrona przed atakami biskupa
G. Berkely’a

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15



4/22 Zagadnienia teorii rotujacych gwiazd A. Odrzywolek

By(@,9,2) = 7 G p (a2 — 22) A, + (a2 — ) A, + (a2 — 22) A

7 du
s (a7 +u)(a2 4 u) (a2 + u) (a2 + u)

Al =l

1
(Dc(xa Y, Z) N 292 ('12 T y2)
¢, 4+ &, = C' = const — réwnanie pewnej elipsoidy.

e Zadajac aby osie tej elipsoidy byty a,, ay, a, otrzymujemy uktad 3 réwnan

e Rozwiazanie uktadu daje ksztatt elipsoidy w funkcji parametréw p, 2, V/

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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UKEAD ROWNAN

() g=7GpA,

(4) C =7Gp(ajA; +a Ay +aiA;) - C
(5) V = s Tazaa,

(
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ROZWIAZANIE UKLADU ROWNAN

g(1 + 2e%) arccos e — 3e%y/1 — &2

X = (1 £2)372

e Dla ZZ’; = () — nieruchoma kula

e Da (0 < g’; < 0.5 — steroid Maclaurina

e Dla g’;‘ = (.5 — nieskonczony ,.placek” w spoczynku

Tw. wirialne:

B, 1 B, 1
= (pd’r/E, — 0 < = <=
B, 2 PiT/E B, 2
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PARAMETRY OPISUJACE ROTACJE

e Predkosc katowa €2

e Moment pedu J

_ 0?2
*X = 2nGp

e Stosunek Ej/|E,|

. N 2
e Bezwymiarowy moment pedu ]2 = 47T1G M{o/g ,07171/5’;,;

e Mimosrod przekroju e

e Splaszczenie € = R,/ R,

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15



822 Zagadnienia teorii rotujacych gwiazd A. Odrzywolek

ELIPSOIDA JACOBIEGO

Dla Ei/E, > 0.1375 (czyli x > 0.187)
pojawiaja sie dodatkowe rozwiazania!

(C. Jacobi, 1834)

e Dla % > (0.1375 — sferoid Maclaurina

e Dla 0.1375 < g’gf < 0.5 — elipsoida (tréjosiowa) Jacobiego

e Dla g’; = (0.5 — nieskonczony ,pret” w spoczynku

Dla zadanej masy M i kretu J elipsoida Jacobiego jest ,,stanem podstawowym” -
minimum energii mechanicznej £}, + E,.

Sferoid Maclaurina jest wiec ,,stanem
metastabilnym’’.

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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Sferoid Maclaurina Elipsoida Jacobiego

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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STABILNOSC SFEROIDU MACLAURINA I ELIPSOIDY JACOBIEGO

o I, /E, < 0.1375 — sferoid Maclaurina jest stabilny

o Fi/E, = 0.1375 — sferoid Maclaurina jest identyczny z
elipsoidg Jacobiego

e 0.1375 < E;/E, < 0.27 — s. Maclaurina jest wiekowo
niestabilny

o Fi/E, > 0.27 — s. Maclaurina jest dynamicznie niestabilny

e 0.1375 < E;/E, < 0.1628 — e. Jacobiego jest stabilna

o I, /E, > 0.1628 — elipsoida Jacobiego jest dynamicznie
niestabilna

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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,, KOLAPS” KWAZISTATYCZNY I

Oznaczmy: T, — typowy czas dla procesow dyssypatywnych
T, — typowy czas ewolucji uktadu

1. >> 1T, T, << T,

o Ukfad osiaga £}/ E, = 0.27 e Ukfad osiaga E/E, = 0.1375

® Dochodzi do niestabilnoéci dynamicz- ¢ Tworzy sie e. Jacobiego

nej
e Uktad osiaga E/E, ~ 0.16

e Gwattowna utrata nadmiaru momen-

tu pedu e Tworzy sie gruszka Poincarego

e /niszczenie uktadu e Dwa okrazajace sie ciata

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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MODEL ROCHE’A

Masa M skupiona w centrum plus otoczka o gestoséi p — 0.
Powierzchnie ekwipotencjalne:

GM 1 55
W + 2Q r° = const
Powierzchnia krytyczna:
sita odsrodkowa 1 grawitacyjna rownowazq sie:

GM GM\'/3
m =PR.  R=(7)

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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,, KOLAPS” KWAZISTATYCZNY II

Przy zachowanym krecie J, ) ~ R72
WNIOSEK: powierzchnia krytyczna kurczy sie szybciej niz samo ciato:

Re ~ R4/3
e Ciafo znajduje sie wewnatrz powierzchnie krytycznej
e Ciafo sie kurczy: €2 rosnie

e Powierzchnia krytyczna zbliza sie do pow. ciafa

-Samo ciato sie rozszerza
e Powierzchnia Roche'a zostaje wypetniona

e Nastepuje , niestabilnos¢ rownikowa” - utrata masy

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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DWIE DROGI ROTUJACYCH CIAL

SCIEZKA MACLAURINA SCIEZKA ROCHE’A

e ciafo o prawie punktowym jadrze
e ciafo o statej gestosci
e kurczenie sie
e kurczenie sie
e wyptyw materii z réwnika
e rozpad
e powstanie dysku
e fragmenty wchodza na:

| écieske Roche's e jadro (dysk) wchodzi na:

- . : - Sciezke Roche'a
- Sciezke Maclaurina

- Sciezke Maclaurina

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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UoGOLNIONY MODEL JEANSA

Sferoid Maclaurina o masie M i objetosci V7 plus

otoczka o gestosci p — 0 i objetosci V5.

_ A M
0? 0?
A 2nGp’ A 2tGpu
XR = 0.36, XM = 0.187

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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, TRZECIA IDEA SHAPIRO”

Shapiro, The secular bar-mode instability in rapidly rotating stars revisited,
ApJ 613 1213-1220 (2004).

e Przejscie s. Maclaurina — e. Jacobiego wymaga utraty energii
e Podstawowy proces: lepkosc

e Ale: lepkos¢ produkuje cieptfo

e Ciepto zmienia réwnanie stanu materii

e Prowadzi to do rozszerzania sie ciata

e \W efekcie rotacja moze spas¢ ponizej progu niestabilnosci

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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ELIPSOIDY DEDEKINDA I RIEMANNA

e L. Dirichlet, 1860, J. Reine Angew. Math. 58, 181
e R. Dedekind, 1860, J. Reine Angew. Math. 58, 217
e B. Riemann, 1860, Abhandl. Konigl. Ges. Wis. Gottingen, 9, 3

Pole predkosci v (v, vy, v,): v

Rownanie elipsoidy:

r=—qCy, vy=(1-q) (zv,=0,

Vxv=_e,

ZCQ y2 22

Gy, ) =+ + 5 =10

b2

Wektor normalny:

n=VG =

(2x/a®2y/b* 2 z/c?)

Obserwatorium Astronomiczne UJ

PIATEK, 2004.04.15
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Warunek, ze ciecz ,,nie wyptywa" z elipsoidy, n - v = 0, daje:
2 b2
—q

@
a2+ b2’

Rownania ruchu ,elementu cieczy” - linii pradu:

? RN

Uy = Cf{f: —C]Cy

y=g=01-9Cx

Podstawiamy: © = A eiQt, y=2D0b e

Y —Z_gCHg}:o

Otrzymujemy zwigzek pomiedzy wirowoscia ( elipsoidy Dedekinda a

predkoscia katowa €2 elipsoidy Jacobiego:

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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DEFINICJA ROTUJACEJ BAROTROPY

przyblizenie elipsoidalne wg. Shapiro

1. Elipsoidalny rozktad gestosci

p(m) identyczne ze sferyczng politropg

2. ,Elipsoidalne” ruchy:
Sztywna rotacja ()= const
Jednorodna wirowo$¢ ( = const

Elipsoidalna ekspansja (kontrakcja)
3. Grawitacja Newtonowska

4. Barotropowe réwnanie stanu: P = K p'

K = K(s) nie jest stata!

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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KSZTALT ZIEMI

Zdefiniujmy:
m = F,/F, - stosunek sity odsrodkowej na réwniku do $redniej sity
przyciaggania grawitacyjnego,

e - mimosrod przekroju potudnikowego.

I. NEWTON (1687): © =2  CH. HUYGENS (1690): £ =

A.-C. CLAIRAUT (Theorie de la figure de la terre, 1743)

e _ 5]
m 2 24n(as)]

1

Dla p = const :  n(as) = 0.
Dla masy skoncentrowanej wr =0: n(as) = 3.

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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WYNIKI ,elipsoidalne; hydrodynamaiki”

R E e e o I B B o B e e I B e 0 —r— T T T

a,/R,
20
T T T | | T T T T | T T T T | T T T T

| 1 1 1

O 1 1 1 | 1 1 1 ‘ 1 1 1 | 1 1 1 l 1 1 1 _06 | | 1 ‘ 1 | | | 1 1 ‘ 1 1 l
0 2 4 6 8 10 0 0.2 0.4 0.6 0.8

t/P J
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CEL: EWOLUCJA ROTUJACEJ GWIAZDY

Podejscie | Podejscie Il
Rodzina sferoidalnych powierzchni Kontury stalej masy wyliczone
Opis rotacji poprzez j(m) Opis rotacji poprzez @,
Rotacja podlega ewolucji Rotacja zatozona z gory
Pelny opis materii w gwiezdzie Barotropowe réwnanie stanu
Rotacja ,,powtokowa” (shellular) Rotacja cylindryczna
Brak réwnowagi hydrostatycznej Pelna ré6wnowaga hydrostatyczna

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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TOROIDALNY ZAPLON BIALEGO KARLA

Pierwsza poprawka:
hi = he wy3(Ar) — @.(r) + AC
w centrum:

1 1
wn(aj):l—6x2+1gox4+..., @02—5937’24-...

w tym przylizeniu: A
hi(r) = h. + <Q(2) — 377Gpc> rl 4. ..

Jezeli Q% > %WGpC to pe < Pmaz !
Gestoéé zaptonu biatego karta p, ~ 2 - 10 daje Qy ~ 25 rad/s.
Heger & Langer 2000:

Qo(Fe) > 30 rad/s
Qo(He) ~ 1073 rad/s

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15
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ROTUJACE BAROTROPY W OTW

ds’ = () dt’ — (e")* (dr” + 17 d6%) — (¢¥)” (w dt — do)’

gdzie v, pu, Y, w to funkcje r 1 6.

Czteropredkosc: u® = \/% [1, 0,0, Q} = \/% (to‘ + Q2 ¢a)7

v=|v|=e"" (Q—w).
Réwnanie stanu: p = p(e); entalpia: Vh = Vp/(e + p)

U2

1 — 2

Vh+Vv+Vinvli —v?+

VQ/(2—w) =0

Obserwatorium Astronomiczne UJ PIATEK, 2004.04.15



