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Streszczenie

Znajomos¢ uogdlnionych funkeji Fermiego-Diraca pozwala na
eleganckie operowanie wielkosciami fizycznymi pojawiajacymi
sie w termodynamicznym opisie gazu elektronowego.
Powszechnie stosowana metoda catkowania numerycznego s3a
kwadratury Gaussa, skuteczne dla dodatnich indekséw
catkowitych i potéwkowych. W sytuacji, gdy funkcja
podcatkowa nie moze by¢ przyblizana wielomianami, ale jest
analityczna, lepsza metoda okazuje sie zamiana zmiennych
typu x=exp(exp(t)), zaproponowana w potowie lat 70-tych
(Takahasi & Mori 1974), w potaczeniu ze wzorem
Eulera-Maclaurina (metoda trapezéw). Na wyktadzie
przedstawie motywacje astrofizyczna, podstawy teoretyczne

i testy metody oraz trudnosci implementacji, bedace przyczyna
wciaz matej popularno$ci tego godnego uwagi algorytmu.
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Postawienie problemu

Uogdlniona catka Fermiego-Diraca ( typ G )

1 oo 2n+1 2 2
GE(0.B) = =5 | Aoty
(R 1+ exp(x £+ 3)
_ Me _ He
a=13 P=17

y

Uogdlniona catka Fermiego-Diraca ( typ F )
0 tk\ /14 2i
Fk(7770) — /0 =

1+exp(t—mn)

0=1/a, n=-axf
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Przyktady zastosowania
Czesto$¢ plazmowa

Nietrywialny przyktad: dla n = —3 funkcja G nie jest redukowalna
fo funkcji F, ponadto zachowanie funkcji podcatkowej jest typu
1/x.

« _ 1 1
Wo = Mler— (G1 - ngz A &5 = 3G+3>

Inne wazne przyktady

@ Funkcje M]™ zdefiniowane w Misiaszek et. al, Phys. Rev. D
74, 043006 (2006), pozwalajace wyrazi¢ momenty widma
energetycznego neutrin z anihilacji par eTe™ — vi.

@ réwnanie stanu gazu elektronowego w symulacjach
astrofizycznych
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Relacja funkgcji typu F i G

Dotychczasowy sposéb obliczania funkcji G

2n+1

Gni(awg) = Z <2n+ 1) F2n+3/2 I( O{ZFIB71/a) (1)

Powyzszy wzér pozwala zamienie uzywa¢ niektérych funkcji o
indeksach potéwkowych i catkowitych.
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Istota trudnosci obliczania catek F-D

Rozktad Fermiego-Diraca

f(E)=1/(1+&E/KT)

H

1/2¢ \f ~ 1/2-1/4 (E-p)/kT

f ~ exp(—E/KT)

O Dwa ,rezimy”: wielomianowy z waga 1 lub e wymuszaja
rozbicie przedziatu catkowania na co najmniej dwa i
zastosowanie réznych algorytméw: Gaussa i Gaussa-Laguerra.

Q@ obecno$¢ v/x omijamy podstawiajac x = t2
© algorytm tego typu doskonale dziata dla dodatnich indekséw
potéwkowych, ale zawodzi dla —1 < k < —1/2 (n < —1/2)

”
A. Odrzywotek Kwadratura Tanh-Sinh




Alternatywa dla klasycznych kwadratur typu Gaussa

Skalowanie kwadratury (rendering 1D)

Dla kazdej pojedynczej wartosci 7 mozemy wyznaczy¢ kwadrature
typu Gaussa:

© Wap_1(x
/0 1+ e W Z n)fban

Dokonujac interpolacji, otrzymujemy algorytm dziatajacy dla
dowolnego 7 [Odrzywolek, CPC, 182 (2011) 2533 ].

Inne sposoby

@ tablicowanie i interpolacja
@ rozwiniecia asymtotyczne, szeregi

@ sieci neuronowe i regresja symboliczna
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Skad wiemy ile NAPRAWDE wynosza wartosci catek F-D 7

Metody weryfikacji

© catkowanie adaptywnym algorytmem w arytmetyce dowolnej
precyzji, czesto w Mathematice

przypadki specjalne (np: = 0), oraz graniczne
oszacowania catki z géry i z dotu

code-to-code verification

©00O0

relacje rekurencyjne pomiedzy pochodnymi (Gonga et. al.
Computer Physics Communications, 136 (2001) 294-309 )

Praktyka pokazuje, ze sposéb (1) jest niezwykle czasochtonny,
chyba ze zastosujemy metode "DoubleExponential".
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Algorytm Tanh-Sinh

Zamiana zmiennych

Takahashi & Mori (1974) znalezli optymalna zamiane zmiennych:
1 7r
/ f(x) dx — x = tgh (2 sinh t> (2a)
-1
/ f(x)dx — x =exp (2 sinh t) (2b)
0
(o)
/ f(x)e “dx — x=exp(t—e™ ") (2¢)
0
Teraz funkcja podcatkowa oraz jej wszystkie pochodne daza do
zera dla t — +oo podwéjnie eksponencjalnie (~ e~¢).
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n=-0.75, =14, f=30
F. podcakowa

. ; — 1
-4 -2 2 4
Dla powyzszej funkcji stosujemy wzér Eulera-Maclaurina:

N

/_OO F(t)dt= > wef(hk) + A

k=—N

<
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Oszacowanie btedu (reszty we wzorze E.-M.)

Reszta wzoru Eulera-Maclaurina

p
B
2n D2n (2n-1) _ r(2n-1)
A_;:l:h o @D (=hN) — FRD(hN)] + R

gdzie p - dowolnie duza liczba, oraz:

Bap+2f *P2)(¢)
2p+2)!

R = 2N h?P+3 ¢ € (—Nh, Nh).

4

WNIOSEK

Jezeli na koncach przedziatu (dla x — £o0) wszystkie pochodne
daza do zera, a wewnatrz przedziatu funkcja jest ,dostatecznie
gtadka” to btad catkowania numerycznego w podany sposéb
maleje szybciej niz jakakolwiek potega kroku catkowania h.
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Skuteczno$¢ algorytmu

© dwa btedy: dyskretyzacji (h) i obciecia ()

@ w praktyce liczba cyfr znaczacych podwaja sie przy
zmniejszeniu h dwukrotnie

© dziata dla ,wiekszosci” funkcji analitycznych, z dowolnymi
osobliwosciami na koncach przedziatu

Q algorytm to de facto metoda trapezéw; typowe ¢wiczenie dla
studentéw | roku

Jezeli jest tak dobrze, to skad brak poularnosci?

@ algorytm relatywnie nowy, opublikowany w mato znanym
czasopismie PM. RIMS, Kyoto Univ. 9 (1974), 721-741

@ w Numerical Recipes, pojawia sie dopiero w ostatnim
wydaniu, 3 edycja, 2007 (,wypychajac” rozdziat o kwadrarturze Gaussa)

o exp(e¥) dla typu double przekracza zakres dla x > 6.5

o dla f. analitycznej z odpowiednio roztozonymi miejscami
zerowymi algorytm jest catkowicie btedny
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Szczegdty implementac;i

double x = exp( t-exp(-t) );

dx = x*( 1.0+exp(-t) );

fermi = pow(x,k)

*sqrt (1.0+0.5*%theta*x) /(1.0 + exp(x-eta))*dx;

Dobry kod

double x = exp( t-exp(-t) );

dx = 1.0+exp(-t);

fermi = exp( (k+1.0)*(t-exp(-t) )

*sqrt (1.0 + O0.5xthetax*x)/(1.0 + exp(x-eta))*d

v

~
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Poréwnanie implementacji (10° wywotan, random input)

Implemtacja H dfermi.f (F77) libfermidirac (C)
Kod ~1000 linii ~100 linii
Algorytm Gauss + splitting Tanh-Sinh
Doktadno$¢ || Szacowana z géry Testowana w locie
Strategia Krok ustalony Rekursja
Autor F. X. Timmes A. O.
Fermi ,F"
k=2 29s 6.9 s
k=-2/3 29s 79s
k=2 19s 6.7 s
Fermi ,,G”
n=0.5 8.8 s 25s
=15 149 s 39s
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Podsumowanie

@ kwadratura Tanh-Sinh okazata sie najskuteczniejsza
z wyprébowanych metod obliczania catek Fermiego-Diraca

@ jedynie metoda Gaussa z podziatem przedziatu catkowania ma
podobng wydajnos¢ numeryczna

@ jest jedyng metoda pozwalajaca na obliczanie wartosci dla
dowolnych indekséw (k — —1 oraz n < 0)

@ dziata dla typow F i G

e fatwa w implementacji, ale wymaga starannego kodowania
i zrozumienia rachunku liczb zmiennoprzecinkowych

@ algorytm powinien by¢é demonstrowany studentom, zaraz po
metodzie trapezéw
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Dziekuje za uwage !

A. Odrzywotek Kwadratura Tanh-Sinh



@ Hidetosi TAKAHASI and Masatake MORI, Double
Exponential Formulas for Numerical Integration, PM. RIMS,
Kyoto Univ. 9 (1974), 721-741.

@ Numerical Recipes in C++, Sect. 4.5 Quadrature by Variable
Transformation, p. 173-179; Sect. 6.10 Generalized
Fermi-Dirac Integrals.

© Mathematica 8 manual, Example Implementation of Double
Exponential Quadrature

@ M. Mori, Discovery of the Double Exponential Transformation
and Its Developments, Publ. RIMS, Kyoto Univ. 41 (2005)
897-935.
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Slajdy dodatkowe
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Catka konturowa

-
N

/abf(x)dx:/cln(

)
—

Re
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