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Plan referatu

Q problem do rozwigzania: efektywne odtwarzanie wartosci
funkcji wielu (n > 2) zmiennych

Q pewne zjawiska i tendencje w technologii obliczeniowej i
komputerowej: rosngce rozmiary pamieci i iloS¢ procesoréow

© ogdlne uwagi na temat , dobrych” funkcji wielu zmiennych i
fatszywej intuicji matematycznej z nimi zwigzane;j

Q przyktady nietrywialnych funkcji wielu zmiennych: catka
Fermiego-Diraca, widmo energetyczne neutrin, réwnania
kinetyki chemicznej/jadrowej, transport promieniowania,
mimika twarzy, zapis obrazu ruchomego obiektu ogladanego
pod réznymi katami, rozwigzania réwnan czastkowych

© Rozwiazania problemu: sitowe, matematyczne, analityczne,
praktyczne, bioneuroinformatyczne
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Zdefiniowanie problemu

Zatozenia

@ dana jest pewna nietrywialna, nieliniowa funkcja f(xy,...,x,) i
znany (zaimplementowany) jest algorytm jej wyznaczenia

©Q czas wymagany do policzenia wartoéci w pewnym punkcie jest
relatywnie ,duzy” w poréwnaniu do spodziewanej ilosci wywotan

© wartosci funkeji f nie s catkowicie przypadkowe, f jest co najmniej
ciagta; ilos¢ ,informacji” potrzebna do odtworzenia funkgcji f w
przyblizeniu jest ,niewielka”

Cel do osiagniecia: funkcja aproksymujaca f taka ze:

Q ilosc danych niezbedna do obliczenia f nie moze przekroczyé
rozmiaru pamieci komputera

@ czas wymagany do obliczenia f musi by¢ znacznie mniejszy niz ten
potrzebny do obliczen z aproksymowana funkcja f (z generowaniem
tablic/ wartosci funkcji f wtacznie )

v
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Wyjasnienie dotyczace aspektéw mnogosciowych

Kardynalnos¢ zbioréow funkgji

Przypomnienie:
@ g (aleph zero): liczby naturalne, catkowite, wymierne, ...

@ ¢ (continuum): liczby rzeczywiste R, punkty w przestrzeni
euklidesowej R", zbiér wszystkich podzbioréw liczb
naturalnych

@ ¢ >Ny
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Wyjasnienie dotyczace aspektéw mnogosciowych

Kardynalnos¢ zbioréw funkgji

Przypomnienie:
o Ng (aleph zero): liczby naturalne, catkowite, wymierne, . ..

@ ¢ (continuum): liczby rzeczywiste R, punkty w przestrzeni
euklidesowej SR", zbiér wszystkich podzbioréw liczb
naturalnych

o ¢ >Ny

Kardynalno$¢ zbioru wszystkich funkcji ciggtych S — R
wynosi ¢, identycznie jak zbioru funkcji ciagtych SR" — R

Nie ma wiec mnogosciowego powodu dla ktérego funkcja ciggta n
zmiennych nie mogta by by¢ przedstawiona przez funkcje ciggte
jednej zmiennej. Zaskakujace jest, ze ilos¢ wymaganych do tego
celu funkgji jest niewielka, 2n + 2.

A. Odrzywotek Aproksymacija funkcji wielu zmiennych



Rozwigzania problemu aproksymacji funkcji n zmiennych

|. Tablicowanie i interpolacja, triangulacja, mesh refinement itd.
(sitowe, n =2...7, gbrna granica stale ro$nie)

Il. Metody analityczne (szeregi potegowe, funkcyjne, asymptotyczne,
funkcje wymierne, itp., w praktyce n = 2, 3)

[Il. HDR (High Dimensional Rendering, n =2...1000)

IV. Wykorzystanie rozwigzania 13 problemu Hilberta (dekompozycja
Arnolda/Kotmogorowa, 1957, czysto matematyczne (?), n dowolne)

V. Sieci neuronowe (2-warstwowy perceptron, n =2...7)

VI. (?) Wielokrotna superpozycja pewnych funkcji 2 zmiennych ( n
dowolne 7 )

Dobrym rozwigzaniem moze okazaé sie tez agresywna
optymalizacja znanego algorytmu obliczania funkcji f; nie
rozwazam tutaj tego podejscia.
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Uwagi na temat aproksymacji
Aproksymacja w jednej zmienne;j

Zagadnienie aproksymacji funkcji ¢(x) jednej zmiennej x w klasie
dowolnych funkgcji jest Zle okreslone: najlepszym aproksymantem
jest bowiem sama funkcja ¢! Musimy zawezi¢ klase dopuszczalnych

funkgji.
Aproksymacja w wielu zmiennych
Aproksymacja funkcji f(xi,...,xn) w klasie funkcji ¢x(x1, ..., Xm)

gdzie 2 < m < n zawsze ma sens bo istnieje nieskonczenie wiele
ztozen funkgji typu:

f(x,y,2) = 6(6 (x, 0 (v,y)),2)

Pytanie czy i jak w ten sposéb mozna uzyskac z goéry zadana
doktadnosc¢ jest jednak bardzo nietrywialne.

y
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Dlaczego to zagadnienie nabiera znaczenia dzisiaj?

20 lat temu nikomu nie przysztoby do gtowy tablicowanie funkcji
o n > 2 zmiennych z powodu braku pamieci komputeral!

Rozmiar pamieci komputera osobistego
1989 ZX Spectrum 48 kB ( n = logyqg 48kB = 2.35: maksymalny
wymiar tablicy o 100 elementach/zmienng )

1991 Amiga 500, 1IMB (n = 3.0)
1997 PC, 32 MB (n = 3.8)
2009 PC, 4 GB + 768 MB (karta graf.) (n = 4.9)
o przestrzen adresowa 2% = 16 777 216 TB, (n = 9.6)

Co wiecej, generowanie tablic wartosci funkgcji jest problemem
trywialnie rownoleglizowalnym, skalujacym sie liniowo z iloscia
procesorow!
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Przyktady funkgcji wielu zmiennych (1)

Uwaga metodyczna

Nietrywialne funkcje wiecej niz jednej zmiennej sa rzadkoscia w
matematyce ,rachunkowej’. Szacuje, ze 99% funkgji
wystepujacych w zbiorach zadan mozna sprowadzi¢ do wytacznie

eksponenty, dodawania (dwuargumentowego!) i ich f. odwrotnych.

Przyktady konwers;ji:

Vx = expeninx—in2, XLL2MEE
— exp [ln x—In(1+ e'"”'"Y)}, XLYLPEIPLXLME

1+ xy
Xy

S exp(Inx+Iny —Inz), XLYLPZLME

Bardzo upraszczajac, ,dociekliwy student” moze uzna¢, ze

znajomos¢ 1 funkgji 1 zmiennej (exp) i jednej funkgji 2 zmiennych

(4, plus) (posiadanie suwaka logarytmicznego) wystarcza.

4
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Przyktady funkgcji wielu zmiennych (2)

Catka Fermiego-Diraca
o W1+ X
fdi (e, m) / 2a

1+eX n

Inna definicja:

1 / 2n+1\/7

+ _
G, (o, ) = o3+2n 1+ exp(x = ﬁ)

Widmo energetyczne neutrin

¢(5u7 T7p7 Ye) :/ h(XlaX27X3;€V)d3X+
A

y

Ej
s Qe ® |, daurar Lo
ijk & EQjE . -
G(N,Z,kT) 1+ exp (k—Tjku>

ij.k

v
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Przyktady funkgcji wielu zmiennych (3)

Kinetyka reakcji chemicznych /jadrowych

Rozwiazanie uktadu n nieliniowych (sztywnych) réwnan
rézniczkowych zwyczajnych typu:

aX;
i DX+ Y pNaruXiXe + > p* Naru XXX
7 K ikl

Rozwigzaniem tego réwnania jest n funkcji n + 3 zmiennych:

X,'(t, P, T, Xl, ey Xn)

Jezeli bylibysSmy w stanie efektywnie odtwarzaé raz
obliczone wartosci tych funkcji tych funkcji dla
n=7...50 szybko§¢ symulacji supernowych Ia itp. w
3D, jak réwniez symulacji proceséw np: chemicznych
mogtaby wzrosngé o rzedy wielkosci.

v

A. Odrzywotek Aproksymacija funkcji wielu zmiennych




Przyktady funkgcji wielu zmiennych (4)

Nagrzewanie powierzchni Ziemi

Skomplikowana funkcja, zachmurzenia, zapylenia, szerokosci
geograficznej, aktywnosci stonecznej, dnia roku, temperatury,
ci$nienia, wysokosci n.p.m. itd.; w sumie okoto 60 zmiennych.

Ponownie, raz porzadnie obliczona funkcja moze bycé
uzywana we wszystkich symulacjach pogody i klimatu,
jezeli tylko bedziemy w stanie ja efektywnie
odtwarzac.
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Tablicowanie funkcji n zmiennych

@ generujemy tyle punktéw np. na siatce ,prostokatnej” ile
potrzebujemy do osiaggniecia wymaganej doktadnosci i dokonujemy
pomiedzy nimi interpolacji.

@ metoda jest skuteczna w niewielkiej liczbie wymiaréw n =2,3,4 z
powodu btyskawicznie rosngcego rozmiaru tablicy

@ sytuacja w ktorej tablica nie zmiesci sie w fizycznej pamieci RAM
powoduje katastrofalny spadek szybkosci o ile program w ogdle sie
uruchomi/skompiluje

@ drastyczna redukcja ilosci punktéw siatki czesto jest skuteczna; np.
w pewnej pracy o supernowych uzyto tylko 7 (!) wartosci energii
neutrina bez istotnej utraty doktadnosci (dla poréwnania ja uzywam
100-200 punktéw)

@ teoretycznie rozmiar przechowywanej tablicy mozna zoptymalizowaé
np. poprzez symplicizacje i zageszczanie punktéw w obszarze o
duzej zmiennosci (np. krzywizny hiperpowierzchni R); w praktyce
efektywny algorytm wyznaczenia optymalnego roztozenia punktéw
przy zadanej metodzie interpolacji jest nieznany (?)
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Metody matematyczne (catka Fermiego-Diraca)

Jezeli funkcja jest zadana w postaci analitycznej mozna j3 czesto
sprowadzi¢ do prostszej postaci przyblizonej.

W zalezno$ci od parametréw «, 8 rozwijamy w funkcji podcatkowe;j
w szereg wyrazenie w mianowniku:

(e}
e = D (e
e

m=1

badz pierwiastek w liczniku:

2 1
\/1+7a:1+a/x—§(a/x)2+...

i catkujemy wyraz po wyrazie. Otrzymujemy dzieki temu pokrycie
ptaszczyzny a, 8 pewnymi wyrazeniami posktadanymi z funkgcji
specjalnych jednej zmiennej: f. Fermiego (polilogarytmu) i f.
Macdonalda. Eleganckie, efektywne ale pracochfonne.

A. Odrzywotek Aproksymacija funkcji wielu zmiennych



High Dimensional Rendering

Rozwazmy doktadny, ale niejednoznaczny rozktad funkgcji f:

f Q) = fO+Z fi(xi) Zlf,'j(x,', Xj)-i-zlﬁjk(x,', Xj, Xk )+ . .+0f
i ij ijk

Praktyka pokazuje, ze przyjmujac np:

fo= [ f(x)d"x
An

i) = [ F0d"x 1
An—l

fij (xi> xj) :/

n-2,, -
Andf(x)d X ;fk(xk) fo

otrzymujemy szybkozbiezny rozktad funkcji n zmiennych na funkcje
m < n zmiennych. Zmienne musza jednak wptywaé na f w
skorelowany sposéb.
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13 problem Hilberta

Oryginalne sformutowanie hipotezy (D. Hilbert, 1900)

Rozwiazania f(a,b,c) réwnania:
x'+axd+bx?+cx+1=0

nie moga by¢ przedstawione jako superpozycje ciagtych funkgji
dwdch zmiennych.

Rozwigzanie podane przez W. Arnolda i A. Kotmogorowa (1957)
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13 problem Hilberta

Oryginalne sformutowanie hipotezy (D. Hilbert, 1900)

Rozwigzania f(a,b,c) réwnania:
x'+ax*+bx>+cx+1=0

nie moga by¢ przedstawione jako superpozycje ciagtych funkgji
dwéch zmiennych.

Rozwigzanie podane przez W. Arnolda i A. Kotmogorowa (1957)

Kazda ciagta funkcja n-zmiennych f(x,...,x,) okreslona w
obszarze [0, 1]" moze by¢ przedstawiona jako:

2n n
f(x1,.. %) = Z &p (Z ¢pq(Xp)>
q=0 p=1

gdzie funkcje jednej zmiennej g, ¢pq S3 ciggte.

4
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Wspobtczesna wersja twierdzenia

Twierdzenie Kotmogorowa o superpozycji

Kazda ciagta funkcja n-zmiennych f(x,...,x,) okreslona w
obszarze [0,1]" moze by¢ przedstawiona jako:

2n+1 n
ety = 3 g(z Ap¢q<xp>)
g=1 \p=1

gdzie funkcje jednej zmiennej g, ¢, s3 ciggte a state rzeczywiste
0 < Ap < 1. 2n+ 1 &cisle rosnacych funkcji ¢4 : [0,1] — [0, 1]
zalezy tylko od wymiaru przestrzeni n. Spetniaja one warunek
Lipschitza.

Jedna funkcja ciagta g : [0, n]— > R zalezy od funkgji f.
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Przypadek dwéch zmiennych

B0

o 5 funkgji jednej zmiennej ¢q4(t) posiada specjalna
kwazi-schodkowa strukture pozwalajaca dokonaé wraz ze stata
niewymierng A mapowania kwadratu [0, 1] x [0,1] — [0, 2].

o funkcja g(t) stuzy nastepnie do odtworzenia wartosci funkcji
f(x,y) na zmapowanym odcinku [0, 2].

llos¢ funkcji w tym twierdzeniu ma istotne znaczenie. Na
przyktad W. Arnold udowodnit, ze w ogélnosci:

f(x,y) # x(200) + ¥(y))
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Szkic dowodu dla n =2

@ w k-tym kroku iteracji definiujemy 5 rodzin ,kwadracikéw"
k k .
lgi % 15, gdzie:
P i 3—2qg i 11 — 2q
ICIJ = [10k1 + 10k 7 10k-1 + 10k

} N[, 1]

(e

o 0 x

10

08

06

L
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Diabelskie schody

@ tworzymy 5 funkcji 1 zmiennej ¢, kawatkami liniowych i
statych, poprzez podanie wartosci jakie maja przyjmowac na
koncach uprzednio zdefiniowanych przedziatéw, tak aby
wszystkie przedziaty bedace obrazami ,kwadracikéw” poprzez
funkcje ¢q(x) + Apg(y):

Al = 6q (16) + Mg (1)

byty rozfaczne.

o pokazuje sie to przez indukcje; A jest liczbg niewymierng,
pozostate liczby (argumenty i wartosci funkcji) s wymierne

@ w granicy k — oo funkcje ¢4 s ciagte i monotoniczne rosngce
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Funkcje ¢4 dla k = 2

0.0 0.2 04 06 08 10
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Funkcja ¢o(x) + Aga(y) dla A = ,/97/103
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Konstrukcja zewnetrznej funkcji g

@ poprzez 5 funkcji ¢ mozemy zmapowaé kwadrat [0, 1] x [0, 1]
na odcinek [0, 2] jako ¢q(x) + Apg(y), a mate ,kwadraciki"
na roztaczne przedziaty

@ na k-tym kroku iteracji bierzemy dla kazdego zmapowanego
przedziatu wartos¢ g = (X, Y)/3, gdzie (X, Y) to
wspotrzedne Srodka odpowiadajacego mu ,,kwadracika”; w
obszarach poza przedziatami interpolujemy liniowo

@ poniewaz ,szansa” ze dany punkt (X, Y) zostanie pokryty
przez wiecej niz 3 , kwadraciki” jest mniejsza niz 1,
otrzymujemy szereg kolejnych przyblizen ktéry jest zbiezny
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Ztozenie funkcji g i funkcji ¢q(x) + Apq(y)

Trudno sobie to wyobrazi¢, ale wyrazenie ponizej rzeczywiscie
odtwarza w przyblizeniu funkcje f:

5
Z g (¢q(x) i /\(bq(y)) ~ 6_16(X_1/2)2—4(y—1/2)2
q=1
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Dlaczego to twierdzenie przeszto ,bez echa”

© stosuje sie wytacznie do reprezentacji funkcji ciggtych przez
ciagte

@ dodanie jakichkolwiek innych wtasnosci ,,psuje”’ twierdzenie:
nie mozna np. przedstawi¢ f. analitycznej n zmiennych przez
analityczne jednej zmiennej, rézniczkowalnej przez
rézniczkowalne itd.

© jest sprzeczne z intuicja

©Q nie ma prawie zadnych zastosowan

Q funkcje ¢q(t) sa konstruowane w granicy pewnej procedury

rekurencyjnej operujacej liczbami wymiernymi i niewymiernymi

Q aczkolwiek f. g jest formalnie niezalezna of ¢, jej konstrukcja
odbywa sie naprzemiennie z konstrukcja funkgji ¢

@ proces ten jest stabo zbiezny, a sama funkcja g bardzo
skomplikowana
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Proby ,zaprzegniecia” tw. Kotmogorowa do aproksymacji

O H.L. Frisch et. al., Approximate Representation of Functions
of Several Variables in Terms of Functions of One Variable,
Phys. Rev. Lett., Vol. 63, Number 9, 1989.

@ Manuela Nees, Aproximative versions of Kolmogorov's
superposition theorem, proved constructively, J. Comput.
Appl. Math. 54 (1994) 239-250.

© V. Kurkova, Kolmogorov theorem and multilayer neural
networks, Neural Networks, 5 (1992) 501-506.

©Q Manuela Nees, Chebyshev approximation by discrete
superpositions. Application to neural networks., Advances in
Computational Mathematics 5 (1996) 137-151.

Jak widaé z tytutéw, préba zastosowania reprezentacji
Kotmogorowa prowadzi prosto do pojecia sieci neuronowej
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Od Kotmogorowa do sieci neuronowej (1)

Zbiezno$¢ (M. Ness, 1996)

2n+1 R
Fo, o) = D2 D (0 5)| < OFIIfllor 0> —5
qg=1 r=1

R - ilos¢ iteracji w konstrukgji funkcji g, ¢g.
Frish et. al. dla n = 2 okresla zbieznos¢ jako ,, amazingly quick”,
natomiast wynik powyzej nie budzi entuzjazmu.
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Od Kotmogorowa do sieci neuronowej (1)

Zbiezno$¢ (M. Ness, 1996)

2n+1 R
R n
F(xts- - Xn ;rz:lg,(z:gbq) <O%[flloo, 0> ——

R - ilos¢ iteracji w konstrukeji funkcji g, ¢g.

Frish et. al. dla n = 2 okresla zbiezno$¢ jako ,,.amazingly quick”,
natomiast wynik powyzej nie budzi entuzjazmu.

Jezeli jednak zwigkszymy ilos¢ funkcji ¢4 to:

n

<OF||f|loo, 0>
m-—n

f(xt,. ., zi:égr(z%)

Dla odpowiednio duzej liczby m mozemy osiagna¢ zadana
doktadnos$¢ nawet w jednym kroku iteracji !

y
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Od Kotmogorowa do sieci neuronowej (2)

Dalsze usprawnienie reprezentacji

Ciagle problem stanowig niewygodne funkcje ¢4, tzw. ,devil’s
staircase”. Czy mozna je zastapic przez cos prostszego?

Funkcje sigmoidalne

Funkcje (nielinowa) ktéra w sposéb monotoniczny przeksztatca
R — (0,1) nazywamy sigmoidalng np:

- 1
14 e

S(t) K(t) = (1+tghx)/2

Propozycja uzycia funkcji S(t), K(t) lub podobnej pojawita sie
poprzez analize budowy biologicznych neuronéw.
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Réwnowaznos¢ sieci neuronowej i funkcji n zmiennych

Reprezentacja w postaci sieci neuronowej

Czy reprezentacja:
f(X1y.eoyXn) = ZakS(z )\;X,-), S(t)y=1/(1+e7"),
k i=1

nazywana siecig neuronowa o jednej warstwie ukrytej jest réwnowazna
dekompozycji Kotmogorowa, t.j. dowolnej ciagtej funkcji n zmiennych,
jezeli k dopuszczamy dowolnie duze?
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Réwnowaznos¢ sieci neuronowej i funkcji n zmiennych

Reprezentacja w postaci sieci neuronowej

Czy reprezentacja:
F(X0s -y X0) = Zaks(z )\,-x,-), S(t)=1/1+e "),
K i=1

nazywana siecig neuronowa o jednej warstwie ukrytej jest rownowazna
dekompozycji Kotmogorowa, t.j. dowolnej ciagtej funkcji n zmiennych,
jezeli k dopuszczamy dowolnie duze?

Twierdzenie Cybenki
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Réwnowaznos¢ sieci neuronowej i funkcji n zmiennych

Reprezentacja w postaci sieci neuronowej

Czy reprezentacja:
f(X17~-~7Xn):Zak5<z)\ixi)7 5(t):1/(1+e_t)7
k i=1

nazywana siecig neuronowa o jednej warstwie ukrytej jest réwnowazna
dekompozycji Kotmogorowa, t.j. dowolnej ciagtej funkcji n zmiennych,
jezeli k dopuszczamy dowolnie duze?

| A\

Twierdzenie Cybenki

Dla kazdej ciagtej funkgji f(xy,...,x,) i statej dodatniej € istnieje
skonczona ilo$¢ statych ay, A;, 8; taka ze:

F(X1y .y Xn) — Za;ﬁ(i Aixi + 9;)
K i=1

<€

y
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Funkcja sigmoidalna
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Przyktad prostej matej sieci neuronowe]
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Przyktad prostej matej sieci neuronowe;
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Przyktad duzej sieci neuronowej: Blue Brain Project
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Zastosowanie sieci neuronowych w praktyce

Stowniczek pojec

@ sie¢ neuronowa: wieloparametrowa funkcja bedaca
superpozycja f. sigmoidalnych

@ uczenie sieci neuronowej: dopasowanie najlepszych
parametréw dopasowania s. n. do zbioru danych, w tym
metoda najmniejszych kwadratéw

o wartwa ukryta funkcje sigmoidalne wraz z parametrami

@ perceptron sie¢ neuronowa zwracajaca funkcje skalarna, jak
przedstawiono na poprzednim slajdzie

o sie¢ wielowarstowowa - zamiast sumowa¢ wartosci k funkcji
sigmoidalnych, traktujemy je jako k zmiennych wejsciowych
dla kolejnej sieci neutronowe;j
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Wyniki eksperymentéw numerycznych dla catki F-D

@ dopasowanie jednowarstwowej sieci nie dziata nawet dla setek neuronéw
(parametréw swobodnych modelu)

@ dla sieci 2-warstwowej do uzyskania doktadnosci na poziomie 0.5% w
zakresie parametru Inaw = —6...6 (relatywistycznos¢), n = —10...10
(degenracja) wystarcza 4 neurony w pierwszej warstwie i 3 w drugiej.
Oznacza to ze mamy do dyspozycji 28 dowolnych parametréw
dopasowania.

© wyjscie (x2) poza zakres w ktérym fitujemy powoduje btedy na poziomie
ponizej 50%

©Q sieé neutronowa posiada bardzo duzo lokalnych miniméw, nie ma
pewnosci ze fit jest najlepszy; pomimo tego dopasowanie jest ,optycznie”
zawsze bardzo dobre

@ szybko i skutecznie dziataja algorytmy szukajace miniméw lokalnych np.
Levenberg-Marquadt z losowa generacja danych startowych i selekcja
najlepszych rozwiazan

@ standardowe metody ,uczenia” typu ,backpropagation” okazaty sie
bardzo powolne i dajace mizerne rezultaty

@ w Mathematice 7.0, ,uczymy” sie¢ neuronowa funkcja FindFit; bardzo
skuteczne (ale powolne!) jest dodanie opgji
Method—NMinimize, NormFunction—Norm[#,Infinity]& ktéra wtacza
algorytmy globalnej optymalizacji
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Przyktadowy fit catki Fermiego-Diraca siecig neuronowa

Dopasowanie ,zbioru uczacego” i sieci neuronowej (23 parametry)
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Przyktadowy fit catki Fermiego-Diraca siecig neuronowa

Btad absolutny logarytmu dziesietnego
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Przyktadowy fit catki Fermiego-Diraca siecig neuronowa

Btad wzgledny
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Przykfadowy fit catki Fermiego-Diraca funkcja wymierng

Dopasowanie ,,zbioru uczacego” i funkcji wymiernej (23 parametry)
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Przykfadowy fit catki Fermiego-Diraca funkcja wymierng

Btad absolutny logarytmu dziesietnego
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Przykfadowy fit catki Fermiego-Diraca funkcja wymierng

Btad wzgledny
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Uzasadniony entuzjazm?

Watpliwosci co do znaczenia sieci neuronowych

Q@ Czy dopasowanie funkcji o 23 parametrach jest sukcesem?
Praktyka w fizyce doswiadczalnej i teoretycznej mowi, ze w
takiej sytuacji mozemy dopasowac cokolwiek do kazdych

danych. .
| REL. ERR. ABS.ERR. [(f —f)? X2
Neural 5% 0.02 0.0007  50-1500%
Rational 10% 0.05 0.05 10*%
Polynomial 20% 0.05 0.09 10° %

Q przedtuzanie poza zakres stosowalnosci sieci neuronowej nie
jest katastrofalne w skutkach, ale nie moze réwnacé sie z np.

szeregami asymptotycznymi
© trudno odtwarzac funkcje okresowe
Czy istnieje lepsza metoda aproksymacji ,,dowolnych”
funkcji wielu zmiennych?
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UWAGA! UWAGA! UWAGA! UWAGA! UWAGA! UWAGA!

Rozwazania w tej czeSci maja charakter
spekulacyjny!

Nie jest to jednak rzecz catkowicie nieznana. Istnieja podobne
techniki okreslane jako Symbolic Regression oraz Gene
Expression Programing.
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Nieliniowosc i skfadanie funkcji dwéch zmiennych

Twierdzenie A. N. Gorbana

Kazda ciagta funkcja wielu zmiennych moze by¢ aproksymowana z
dowolna doktadnoscia za pomoca dodawania, mnozenia przez
liczbe i sktadania jednej dowolnie wybranej ciagtej nieliniowej
funkcji jednej zmiennej.

Jezeli za te nieliniowa funkcje weZzmiemy e*, to wspomniany wczesniej

,dociekliwy student” zatryumfuje!

Obserwacje: istotne elementy uktadanki

Q pierwszym istotnym elementem jest jakakolwiek nieliniowosé

Q drugim istotnym elementem jest funkcja dwdch zmiennych
+(x, y) (dodawanie)

@ sktadanie funkgcji
Q mnozenie przez liczbe (w tym liczbe przestepna)

4
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Proponowany kierunek poszukiwan

Kazda funkcje wielu zmiennych mozna aproksymowac
[przedstawic?] jako ztozenie pewnej skoriczonej [konkretnej?] liczby
nieliniowych funkcji dwoéch zmiennych.

Szkic ewentualnego dowodu

Bierzemy cztery funkcje dwoch zmiennych:

Alx,y)=e +Inly| =1L, P(x,y) =x+y,M(x,y) =x—y,l(x,y) = L.

Poprzez ich sktadanie mozemy uzyskaé: eksponente, mnozenie, dzielenie,
mnozenie przez —1, odejmowanie, potegowanie, dowolne state catkowite i
wymierne (w tym 0) oraz mnozenie przez dowolng stata wymierna.
Brakuje mnozenia przez liczbe przestepna, np. nie uzyskamy nigdy
f(x,y) = m ! Poza tym jednym odtwarzamy wszystkie zatozenia
twierdzenia Gorbana; nieliniowo$¢ pochodzi od e*.

4
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Przyktady

Reverse Polish Notation (RPN)

yzA = Aly, z),
xxxxxBBBB = B(B(B(B(x,x),x),x),x) =x+x+x+x+x =5x

A(x,y) = e“+Inly|=1,P(x,y) = x+y, M(x,y) = x—y,I(x,y) =1

o 1=XXI=XYl=YYl =YX
0=1-1=XYIYYIM
3=1+1+1=XXIXXIXXIPP
eX = A(x,1) + 1 = XXIXAXXIP

Inx = A(0, x) = XYIYYIMXA
3 |n3 In2 _

XX IXYTYYIMXXIXXIXXIPPAXYIYYIMXXIXXIPPAMAXXIP

A. Odrzywotek Aproksymacija funkcji wielu zmiennych
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Dobor funkcji i optymalna sekwencja ich sktadania

Zatézmy, Ze hipoteza o aproksymacji skiadaniem
nieliniowych funkcji 2 zmiennych jest prawdziwa.
EWENTUALNE ZASTOSOWANIE BEDZIE WYMAGAELO
ROZWIAZANIA DWOCH PROBLEMOW STOJACYCH NA DRODZE:

Dobér i ilos¢ funkgeji

Problem I: lle i jakie funkcje nieliniowe dwdch zmiennych pozwola
na skuteczna, szybkozbiezng aproksymacje ?

| A

Optymalna sekwencja sktadania

Problem |I: Jak w zadanym zbiorze funkcji 2 zmiennych znalez¢
optymalna sekwencje aproksymujaca?
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Dobdr i ilos¢ funkgji

Dobér i ilos¢ funkgji
Problem I: lle i jakie funkcje nieliniowe dwéch zmiennych pozwola
na skuteczna, szybkozbiezng aproksymacje ?

Rozwiazanie (?)

| A

Problem na dzien dzisiejszy wyglada na nierozwigzywalny.
Przyjmuje wiec roboczo, ze funkcje A(x,y), B, ... beda utworzone
z ,typowych” nieliniowych funkcji elementarnych i specjalnych.
Moze sie jednak okazaé, ze nie moga to by¢ ,,byle
jakie’’ funkcje ale funkcje o pewnych Scisle
okreslonych wtasnoSciach, lub nawet konkretne funkcje

\
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Optymalna sekwencja sktadania funkg;ji

Optymalna sekwencja sktadania

Problem jest wrecz idealnie stworzony aby rozwiazaé go algorytmami
genetycznymi poniewaz:

@ sekwencja zmiennych i funkcji w Odwrotnej Notacji Polskiej (RPN)
wyglada mniej wiecej tak:

XXIXYIYYIMXXIXXIXXIPPAXYTYYIMXXIXXIPPAMAXXIP

gdzie zapis XYA = A(X, Y). Taki ciag moze podlega¢ mutacjom.

Q poza typowymi w algorytmach genetycznych mutacjami losowymi i
krzyzowaniem, w sekwencjach jak powyzej wystepuja dodatkowo
mutacje zmiany fazy odczytu (zaczynamy np. od drugiej pozycji) i
tzw. mutacje nonsensowne (koficzymy zbyt wczesnie lub wydtuzamy
sekwencje), czyli doktadnie tak jak w translacji DNA

©Q wystepuje ,$mieciowy” DNA np: w ciggu
PMXXAPM. .. ,translacja” moze zacza¢ sie najwczesniej od
XXAPM. . ., oraz redundancja np: 1 = XX/ = XY/l = YYI
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Algorytm selekcji

@ mozna uzy¢ metody najmniejszych kwadratéw w pewnym
obszarze do selekcji

@ porzadane bytoby jednak wtaczenie dodatkowych kryteriow,
jak np. poprawne lub przynajmniej stabo patologiczne
zachowanie sie w oo

@ podany schemat miat na celu jak najdoktadniejsze
odtworzenie mechanizmédw mutacji DNA i jego translacji w
biatka; w szczegdlnosci state liczbowe tworzone s3 poprzez
sktadanie funkcji co spowalnia ich optymalizacje

o celowe moze okazac sie dopuszczenie statych parametréw
ktére beda dopasowywane zwyktymi algorytmami
minimalizacji

W pewnych problemach, np. kinetyce, porzadane bytoby takze
dopuszczenie dynamicznej zmiany nie tylko funkgcji, ale rowniez
ilosci zmiennych.
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KONIEC

Stanistaw Ulam

Ask not what mathematics can do for biology,
but what biology can do for mathematics.
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