Réwnowaga hydrostatyczna, f.
Lane-Emdena, barotropy
i politropy

26 lutego 2024

1.1 Roéwnanie samograwitujgcej baro-
tropy newtonowskiej

Wyprowadzi¢ zaczynajac np. od rownan mechaniki
pltynéw w polu grawitacyjnym lub praw zachowania
algebraiczny zwigzek pomiedzy , entalpiq wiasciwg”
h=(H/V)/p, gdzie H - entalpia, V - obj., p - gestos¢
plynu, a potencjatem grawitacyjnym ®, w réwnowa-
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dze hydrostatycznej. Przedyskutowaé¢ mozliwe formy
zaleznosci pomiedzy h, p oraz @, (rézniczkowe i cal-
kowe). Bez utraty ogdlnoéci mozna zatozyé, ze row-
nanie stanu (EOS), czyli zaleznos$¢ ci$nienia P od
gestosci jest zadana pewng funkcja jednej zmiennej
P = P(p).

ODP: h + &, = C, h:f%ﬁ.

Wskazowka: Rozwazyé¢ przypadek sferycznie sy-
metryczny.

1.2 Struktura politropowa

Wyznaczyé¢ radialny rozktad gestosci p(r), ci$nienia
P(r), masy m(r) zawartej w kuli o promieniu r oraz
potencjatu grawitacyjnego ®4(r) dla

1. przypadek stalej gestosci p = py = const,
2. izotermiczne réwnanie stanu P = ¢2p,
3. kwadratowe réwnanie stanu P = K p?,

4. sfera Plummera P = K p%/5,
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https://en.wikipedia.org/wiki/Plummer_model
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5. obiekt idealnie sprezysty o stalym wspotezyn-
niku sprezystosci objetosciowej K i gestosci po-
czatkowej po.

1.3 Rownanie Lane-Emdena

Korzystajac z wyniku zadania 1.1 w wersji rézniczko-
wej, rozwigza¢ rownanie struktury sferycznie syme-
trycznej barotropy z rownaniem stanu

P=Kp, y=1+1/n,

wprowadzajac funkcje Lane-Emdena. Jest ona zde-
finiowana jako rozwigzanie rownania rézniczkowego
ZWYCzajnego

2
w), + —w, +w; =0, w,(0) =1,w,(0) =0.
y4

Wyznaczy¢ radialny profil gestosci i p(r) kontrast ge-
stosci p./p gdzie p. = p(0) - gestos¢ centralna (w
geometrycznym srodku, dla r = 0), p = M/(37R?) -
gestosé srednia. Przedyskutowadé stosowalno$é otrzy-
manych wzoréw do opisu Ziemi, Jowisza, Stonca, bia-
tych kartow i gromad kulistych gwiazd.
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ODP:

r n _ X
IO<T) = Pc Wn (E 170) y Pe =P _3_1‘1 :

Wielkosci g, x1 stanowia miejsce zerowe (pierwsze!)
funkcji w,, oraz nachylenie (pochodna) w miejscu ze-
rowym x; = w, (zp).

1.4 Moment bezwladnosci cial niebie-
skich

Zadany jest radialny rozktad gestosci samograwituja-
cego ciata o symetrii sferycznej, masie M i promieniu
R, zbudowanego z materii o politropowym réwnaniu
stanu (wynik poprzedniego zadania).

Obliczy¢ liczbowy wspotczynnik k we wzorze na
moment bezwtadnosci I = kM R? w zaleznoéci od n.
Dla n = 0 oraz n = 1 poda¢ wynik analityczny. Dla
pozostatych wartosci podaé¢ wynik numeryczny.

ODP:

2 4
= Mo,
T3 zdr, "7
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gdzie My, jest k-tym momentem funkcji Lane-Emdena

Wy,
zo

./\/lkz/xk w,, dz.
0

Znane jawnie wartosci to kK = % dla n = 0 oraz

mz%—%dlanzl.

1.5 Zalezno$¢ masa-promien

Wyprowadzi¢ zaleznos¢ promienia R ciata niebieskiego
od jego masy M w zaleznosci od n, jezeli jest ono zbu-
dowane z materii o politropowym réwnaniu stanu o
ustalonym K. Innymi stowy, zwickszamy mase ciata
poprzez akrecje materii o znanym rownaniu stanu, i
pytamy jak zmieni si¢ jego promien: wzrosnie, zma-
leje czy nie zmieni sie?

A-2-07, 09:00 andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl



	Równanie samograwitującej barotropy newtonowskiej 
	Struktura politropowa
	Równanie Lane-Emdena
	Moment bezwładności ciał niebieskich
	Zależność masa-promień

