
Mechanika kwantowa III, zestaw 4

Zad. 1. Rozważamy szczególne rozwi ↪azania równania Kleina-Gordona

(~2gµν∂µ∂ν +m2c2)Ψ(~x; t) = 0,

w postaci

Ψ±
~p (~x; t) = e∓

i
~Ept+ i

~ ~p~x, Ep = +
√
~p2c2 +m2c4.

Sprawdzić jak unormowane s ↪a takie stany, czyli obliczyć

∫
d3xi~

(
Ψ± ∗

~q (~x; t)(∂tΨ
±
~p (~x; t))− (∂tΨ

± ∗
~q (~x; t))Ψ±

~p (~x; t)
)
.

a) Jak taka normalizacja transformuje si ↪e przy wÃlaściwych transforma-
cjach Lorentza?

b) Jak transformuj ↪a si ↪e elementy caÃlkowania: d3p, d3p/(2Ep)?

Zad. 2. Wprowadzamy oddziaÃlywanie do równania K-G w postaci:

(~2gµν∂µ∂ν +m2c2 +W (~x, t))Ψ(~x; t) = 0,

gdzie W (~x, t) jest zadan ↪a funkcj ↪a. Przyjmijmy sczczególn ↪a postać tej funkcji

W (~x; t) = −C
r

czyli niezależn ↪a od czasu i sferycznie symetryczn ↪a, z pewn ↪a staÃl ↪a C. Szukamy
szczególnych rozwi ↪azań równania w postaci

ΨE(~x; t) = e−
i
~EtΦE(~x).

a) Sprawdzić czy istniej ↪a stany zwi ↪azane (ΦE(~x) znika w nieskończoności).
Dla jakich C? Czy energia może być ujemna dla stanów zwi ↪azanych?

b) Znaleźć widmo stanów zwi ↪azanych. Jak energia takich stanów ma si ↪e
do energii spoczynkowej cz ↪astki swobodnej (mc2)?
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c) Sprawdzić czy istniej ↪a ograniczenia na C?

d) Sprawdzić jak rozwi ↪azania transformuj ↪a si ↪e ze wzgl ↪edu na symetrie C,
P i T.

Skorzystać z analogii z nierelatywistycznym równaniem dla atomu wodoru.

Zad. 3. Wprowadzamy oddziaÃlywanie elektromagnetyczne z zewn ↪etrznym
polem Aµ(~x, t) poprzez zdefiniowanie “pochodnej kowariantnej”

Dµ = ∂µ +
ie

~c
Aµ,

gdzie e jest“Ãladunkiem” pola. Zmodyfikowane równanie K-G ma postać

(~2gµνDµDν +m2c2)Ψ(~x; t) = 0.

Pokazać, że równanie jest niezmiennicze ze wzgl ↪edu na lokaln ↪a transformacj ↪e
cechowania

Ψ(~x, t) = e
ie
~c

χ(~x,t)ψ′(~x, t),

Aµ(~x, t) = A′µ(~x, t)− ∂µχ(~x, t).

Jak transformuje si ↪e równanie speÃlnione przez sprz ↪eżon ↪a funkcj ↪e Ψ∗(~x, t)?

Zad. 4. Rozważamy równanie z zadania 3 dla pola, które w pewnym cecho-
waniu ma postać:

A0 = −Ze
r
, Ai = 0.

Analogicznie jak dla zadania 2 szukamy rozwi ↪azań szczególnych

ΨE(~x; t) = e−
i
~EtΦE(~x).

Znaleźć widmo stanów zwi ↪azanych.

a) Czy istniej ↪a stany zwi ↪azane z energi ↪a dodatni ↪a i ujemn ↪a? Jak to zależy
od znaku Z?

b) Sprawdzić czy istniej ↪a ograniczenia na Z?

c) Sprawdzić jak rozwi ↪azania transformuj ↪a si ↪e ze wzgl ↪edu na symetrie C,
P i T.
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