Mechanika kwantowa III, zestaw 4

Zad. 1. Rozwazamy szczegélne rozwiazania rownania Kleina-Gordona
(R*g" 9,0, + m*c*) ¥ (7;t) = 0,

W postaci
(. TLEt+ipT 2.2 2,4
\Ifﬁ(x,t)—ehp WP B, = 44/ P2 + m2ct

Sprawdzi¢ jak unormowane sa takie stany, czyli obliczy¢
/ Pih (UF (3 0)(@VE(F:0) — (OUF (7)) A (D))

a) Jak taka normalizacja transformuje sie przy witasciwych transforma-
cjach Lorentza?

b) Jak transformuja sie elementy catkowania: d®p, d*p/(2E,)?

Zad. 2. Wprowadzamy oddzialywanie do réwnania K-G w postaci:
(hQQ“”ﬁu&, +m?e® + W (Z,1))¥(T;t) = 0,

gdzie W (Z,t) jest zadana funkcja. Przyjmijmy sczczegdlna postaé tej funkeji

czyli niezalezng od czasu i sferycznie symetryczna, z pewna stata C'. Szukamy
szczegblnych rozwiazan rownania w postaci

Up(Tt) = e 7Pl p(7).

a) Sprawdzié czy istnieja stany zwiazane (P g(Z) znika w nieskoriczonosci).
Dla jakich C?7 Czy energia moze by¢ ujemna dla stanéw zwiazanych?

b) Znalez¢ widmo stanéw zwiazanych. Jak energia takich stanéw ma sie
do energii spoczynkowej czastki swobodnej (mc?)?



¢) Sprawdzi¢ czy istnieja ograniczenia na C?

d) Sprawdzi¢ jak rozwiazania transformuja sie ze wzgledu na symetrie C,
PiT.

Skorzystac¢ z analogii z nierelatywistycznym réwnaniem dla atomu wodoru.

Zad. 3. Wprowadzamy oddzialywanie elektromagnetyczne z zewnetrznym
polem A, (Z,t) poprzez zdefiniowanie “pochodnej kowariantne;j”

1e
he

gdzie e jest “tadunkiem” pola. Zmodyfikowane réwnanie K-G ma postaé

D,=0,+—A,,

(R?¢" D,.D, + m*c*)¥(F;t) = 0.

Pokaza¢, ze rownanie jest niezmiennicze ze wzgledu na lokalna transformacje
cechowania

U(Z, 1) = enX@0y/(F,1),
A t) = A (Z,t) — Oux(Z,1).

Jak transformuje sie réwnanie spetione przez sprzezona funkcje W*(Z,t)?

Zad. 4. Rozwazamy réwnanie z zadania 3 dla pola, ktére w pewnym cecho-

waniu ma postac:

Z
Ay=-25 A, =o0.
T

Analogicznie jak dla zadania 2 szukamy rozwiazan szczegolnych
Up(Tt) = e 7P P (7).
Zmalez¢ widmo stanow zwiazanych.

a) Czy istnieja stany zwiazane z energia dodatnia i ujemna? Jak to zalezy
od znaku Z7

b) Sprawdzi¢ czy istnieja ograniczenia na Z?

¢) Sprawdzi¢ jak rozwiazania transformuja sie ze wzgledu na symetrie C,
PiT.



