
Mechanika kwantowa III, zestaw 3

Zad. 1. Przypomnienie wyprowadzenia równań Eulera-Lagrange’a. DziaÃlanie
S dane jest wyrażeniem

S =

∫ t2

t1

dtL

gdzie Lagranżian L

L =

∫
d3xL

(
Ψσ(~x, t),

∂Ψσ(~x, t)

∂xµ

)
, µ = 0, , 1, 2, 3.

L jest g ↪estości ↪a Lagranżianu, a σ numeruje ”pola”.
Pokazać, że z zasady wariacyjnej δS = 0 przy warunkach δΨσ(~x, t1) =
δΨσ(~x, t2) = 0

∂µ
∂L

∂(∂µΨσ(~x, t))
− ∂L

∂Ψσ(~x, t)
= 0.

Jak wygl ↪adaj ↪a te równania jeśÃli wyrazić x0 przez czas t i przestrzenne wspóÃlrz ↪edne
~x?
ZakÃladamy, że pola Ψσ znikaj ↪a dostatecznie szybko, gdy ~x →∞.

Zad. 2. Pokazać, że zakÃladaj ↪ac g ↪estość Lagranżianu w postaci

L = − ~
2

2m
(∂iΨ

∗(~x, t)) (∂iΨ(~x, t))−Ψ∗V (~x)Ψ +
i~
2

(
Ψ∗∂Ψ

∂t
− ∂Ψ∗

∂t
Ψ

)

i przyjmuj ↪ac pola Ψ i Ψ∗ jako niezależne otrzymamy równania E-L w postaci
jednocz ↪astkowego równania Schródingera.
Sprawdzić, że identyczne równania otrzymamy zast ↪epuj ↪ac wyraz z pochod-
nymi czasowymi przez:

a) i~
(

Ψ∗∂Ψ

∂t

)
, b) − i~

(
∂Ψ∗

∂t
Ψ

)
.

Dlaczego?

Zad. 3. Znaleźć postać Lagranżianu L dla poprzedniego zadania, przyj-
muj ↪ac postać L w wersji a). Przedstawić L, rozwijaj ↪ac pola Ψ(~x, t) i Ψ∗(~x, t)
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w szeregi funkcji wÃlasnych φn(~x) (i odposiednio φ∗n(~x)) jednocz ↪astkowego ha-
miltonianu: (

− ~
2

2m
4x + V (~x)

)
φn(~x) = Enφn(~x)

Ψ(~x, t) =
∑

n

cn(t)φn(~x)

Ψ∗(~x, t) =
∑

n

c∗n(t)φ∗n(~x).

W dalszym ci ↪agu traktujemy cn(t) i c∗n(t) jako niezależne.
Jak wygl ↪adaj ↪a równania E-L w tych zmiennych?

Zad. 4. Traktuj ↪ac cn(t) jako wspóÃlrz ↪edne w Lagranżianie z mechaniki kla-
sycznej, znaleźć p ↪edy pn(t) kanonicznie sprz ↪eżone do cn. Znaleźć postać
Hamiltonianu H.
Powtórzyć obliczenia z zadania 3 i 4 dla wersji b) Lagranżianu.

Zad. 5. Przeprowadzić kanoniczne kwantowaniu ukÃladu w obrazie Schrödin-
gera. Zast ↪apić cn(t) i pn(t) przez niezależne od czasu operatory ĉn i p̂n

speÃlniaj ↪ace reguÃly komutacji

[ĉn, p̂k] = i~δnk.

Pokazać, że wyrażaj ↪ac operator p̂n przez ĉ†n, (gdzie c∗n(t) → ĉ†n), możemy
utożsamić ĉn → an, ĉ†n → a†n.

Zad. 6. Przeprowadzić t ↪a sam ↪a dyskusj ↪e dla przypadku swobodnej cz ↪astki
w sześciennym pudle o kraw ↪edzi l z periodycznymi warunkami brzegowymi.
Przedyskutować przej́scie l →∞.
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