
Mechanika kwantowa III, zestaw 2

Zad. 1. ZakÃladamy, że nierelatywistyczny jednocz ↪astkowy hamiltonian H
posiada dyskretne stany wÃlasne |n〉

H|n〉 = En|n〉.

UkÃlad N nieoddziaÃluj ↪acych nierozróżnialnych cz ↪astek tego typu opisany jest
hamiltonianem H

H =
N∑

j=1

Hj,

gdzie Hj jest hamiltonianem dla j-tej cz ↪astki. Stany wÃlasne H w przestrzeni
Focka maj ↪a postać |N1, N2, . . . Nk, . . . 〉, gdzie Nk = 0, 1, . . . oznacza liczb ↪e
cz ↪astek w stanie k. Stan próżni |0〉 ≡ |0, 0, 0, . . . , 0, . . . 〉 jest zdefiniowany
jako stan bez cz ↪astek (〈0|0〉 = 1).
Stan jednocz ↪astkowy w stanie |n〉 ≡ |0, 0, . . . , 1n, 0 . . . 〉 można otrzymać
dziaÃlaj ↪ac operatorem kreacji a†n|0〉. Definiujemy sprz ↪eżone do nich opera-
toru anihilacji an zakÃladaj ↪ac, że

an|0〉 = 0.

Operatory kreacji i anihilacji stanów jednocz ↪astkowych speÃlniaj ↪a relacje:

[ai, aj] = [a†i , a
†
j] = 0, [ai, a

†
j] = δij, dla bozonów,

{ai, aj} = {a†i , a†j} = 0, {ai, a
†
j} = δij, dla fermionów.

a. Jak skonstruować dowolny stan |N1, N2, . . . Nk, . . . 〉 dziaÃlaj ↪ac operato-
rami kreacji na stan próżni (bozony i fermiony, w tym przypadku jakie
mog ↪a być Ni?). Stan powinien być znormalizowany do jedności.

b. Pokazać, że (bozony i fermiony)

H =
∑

k

Eka
†
kak.
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c. Powyższe definicje odnosz ↪a si ↪e do reprezentacji Schrödingera, gdzie
stany ukÃladu zależ ↪a od czasu i speÃlniaj ↪a równanie Schrödingera. W re-
prezentacji Heisenberga stany ukÃladu nie zależ ↪a od czasu, ale operatory
zależ ↪a. Znaleźć postać operatorów kreacji i anihilacji w reprezentacji
Heisenberga.

Zad. 2. Funkcja falowa jednocz ↪astkowego stanu wÃlasnego |n〉 jest zdefinio-
wana jako

Ψn(~x) = 〈~x|n〉.
W reprezentacji Schrödingera definiujemy operator pola

Φ(~x) =
∑

n

Ψn(~x)an.

a. Pokazać, że

Ψn(~x) = 〈0|Φ(~x)|0, 0, . . . , 1n, 0, . . . 〉 = 〈0|Φ(~x)a†n|0〉.

b. Operator sprz ↪eżony do Φ(~x)

Φ†(~x) =
∑

n

Ψ∗
n(~x)a†n.

Operator ten dziaÃlaj ↪ac na stan próżni generuje jednocz ↪astkowy stan |~x〉
zlokalizowany w punkcie ~x. Pokazać, że

dla bozonów [Φ(~x), Φ(~x′)] = 0, [Φ(~x), Φ†(~x′)] = δ(3)(~x− ~x′),

dla fermionów {Φ(~x), Φ(~x′)} = 0, {Φ(~x), Φ†(~x′)} = δ(3)(~x− ~x′).

c. Pokazać, że w obu przypadkach zachodzi 〈~x|~y〉 = δ(3)(~x− ~y).

d. ZakÃladaj ↪ac, że jednocz ↪astkowy operator Hamiltona w reprezentacji poÃlożeń
ma postać

H = − ~
2

2m
4x +V (~x)

pokazać, że

H =

∫
d3xΦ†(~x)

(
− ~

2

2m
4x +V (~x)

)
Φ(~x).
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e. Pokazać, że operator ΦH( ~x; t) speÃlnia równanie Schrödingera

i~
d

dt
ΦH( ~x; t) =

(
− ~

2

2m
4x +V (~x)

)
ΦH( ~x; t).

Zad. 3. Znaleźć postać funkcji dwucz ↪astkowej (bozony i fermiony).

Ψn1,n2( ~x1, ~x2) = 〈0|Φ( ~x1)Φ( ~x2)a
†
n1

a†n2
|0〉.

Sprawdzic normalizacj ↪e.

Zad. 4. Znaleźć postać operatora ΦH( ~x; t) - w reprezentacji Heisenberga.

Zad. 5. Szczególny przypadek: ukÃlad cz ↪astek swobodnych w sześciennym
pudle o kraw ↪edzi L (zakÃladamy periodyczne warunki brzegowe). Znaleźć
(wypisać postać operatora Φ(~x) w tym przypadku. Zbadać sensowność gra-
nicy L →∞. Jak zdefiniować jednocz ↪astkowe operatory kreacji i anihilacji i
ich reguÃly (anty)komutacji?
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