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Streszczenie

Fluktuacje (lub szumy Srodowiskowe) uwazane sa zwykle za szkodliwe zakto-
cenia. Jednakze w wielu zjawiskach ich obecno$§¢ moze mie¢ kreatywny cha-
rakter i wymuszaé pojawianie si¢ stanéw i struktur o wysokim stopniu uporzad-
kowania. W artykule przedstawione sg podstawowe narzedzia teorii proceséw
stochastycznych znajdujace zastosowanie do opisu oddziatywan losowych oraz
relaksacji do stanéw stacjonarnych uktadéw dynamicznych pobudzanych przy-
padkowymi sitami. W oparciu o wybrane przyktady, oméwiona jest rola szuméw
w przyspieszaniu kinetyki chemicznej (aktywacja rezonansowa) oraz detekcji sy-
gnatu (rezonans stochastyczny).

1.1. Wstep

Chaotyczne ruchy czasteczek w ptynie, wywolane nieustannymi zderzeniami zawie-
siny z molekutami o$rodka, po raz pierwszy zostaly zauwazone przez holenderskiego
fizjologa i botanika Jana Ingenhousza w 1785 roku. Obserwacje Ingenhousza dotyczy-
ty ruchu pytu weglowego na powierzchni alkoholu. Ponad p6t wieku p6Zniej podobne
zjawisko badane byto takze przez szkockiego botanika Roberta Browna, ktéry oglada-
jac pod mikroskopem zawiesing pytkéw roslinnych oraz drobin nieorganicznych zaob-
serwowat ich spontaniczny nieregularny ruch. Teoretyczne uzasadnienie tzw. ruchéw
Browna zostalo podane z poczatkiem XX wieku przez Alberta Einsteina oraz nieza-
leznie, przez Mariana Smoluchowskiego — polskiego fizyka, profesora Uniwersytetu
Jagielloniskiego, twérce fundamentalnych koncepcji w teorii fluktuacji i wspétczesne;j
fizyki statystycznej. To wlasnie oryginalno$¢ podejscia Smoluchowskiego, w ktérym
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opis dynamiczny ruchéw Browna zastapiony zostat opisem probabilistycznym, stano-
wita o wielkim powodzeniu teorii kinetyczno-molekularnej oraz zastosowaniu teorii
proceséw stochastycznych w analizie r6znorakich zjawisk, w ktérych fluktuacje od-
grywaja istotng rolg [3, 6]. Podstawa tego podejscia jest zatozenie, ze materia sktada
si¢ z drobin (molekut), ktére podlegaja statym ruchom nawet w stanach rownowagi
termodynamicznej, kiedy intensywno$¢ dopuszczalnego ruchu poszczegdlnych mole-
kut wokoét ich potozen rownowagowych zalezy od temperatury catego uktadu.

Dynamike czastki oddzialujacej z duza liczbg innych czasteczek stanowiacych
,»tto” lub , kapiel cieplng” dla jej ruchu mozna opisaé réwnaniem

d’x(t)
dr?

gdzie x(1) jest potozeniem czastki, m jej masa, zas prawa strona réwnania opisuje
sktadowe sity dzialajacej na czastke, zawierajace przyczynki pochodzace od ttumie-
nia ruchu zwigzanego z lepkoscia osrodka (Fyy,), site deterministyczng (Fy,,) oraz sile
stochastyczng (Fyu), pochodzaca od losowych zderzen z innymi czastkami otocze-
nia. Dla uproszczenia zalozono, ze ruch jest ruchem jednowymiarowym. W sytuacji,
gdy dyssypacja energii ruchu oraz sity losowe pochodza z tego samego Zrddta, si-
te thumiaca mozna przedstawi¢ jako Fy,, = —mAx(t) ze wspétczynnikiem thumienia
A powigzanym z temperaturg uktadu T poprzez relacje Smoluchowskiego-Einsteina
(relacje fluktuacyjno-dyssypacyjna) [37], wyrazong przez korelacje

=mi(t) = Faer (X, 1) 4+ Fys(x,1) + Fpiupe (x,1), (1.1)

<Fflukt(X;I)Fflukt(x;t/» = 2m?LkBT5(t —l/) (1.2)

i gwarantujaca spelnienie zasady ekwipartycji energii. Czynnik +/2mAkgT ze statg
Boltzmanna kg okreSla wéwczas intensywnos¢ sity losowej w rownaniu (1.1). W dal-
szej czgSci rownanie to rozwazane bedzie w postaci podanej przez Langevina

mx(t) = —mAx(t) + F(x,t) + /2mAkgT& (1), (1.3)

gdzie oddziatywania z otoczeniem sg opisane poprzez czton losowy Fpju =
V2mAkgTE (1), w ktérym & (1) jest tzw. biatym szumem Gaussa o znikajacej Sredniej
i czasowej funkcji korelacji zadanej delta Diraca.

Dla duzych wartosci wspétczynnika A, w réwnaniu (1.3) mozna dokona¢ adiaba-
tycznej eliminacji predkosci v(z) = x(¢) [15] otrzymujac tzw. przettumione réwnanie

Langevina
Ax(t) = —F(:;t) + %\/ 2mAkpgTE (1), (1.4)

IBiaty szum Gaussowski odpowiada formalnie pochodnej czasowej z przyrostéw polozenia czastki
opisywanego matematycznym procesem Wienera [37]. Statystyczna niezalezno$¢ przyrostéw wyraza
brak korelacji czasowych w sile przypadkowej F'r,4;, zas Gaussowski charakter Fyj,4; wynika z zatozenia
o rozktadzie sity losowej bedacej suma wielu niezaleznych zmiennych losowych spetniajacych warunki
centralnego twierdzenia granicznego.
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w ktérym ,,stan” czastki jest opisany wylacznie przez jej potozenie.

Ogodlnie, przy rozwiazywaniu stochastycznego réwnania rézniczkowego typu Lan-
gevina wymagane jest dookreslenie sposobu interpretowania odpowiedniej catki sto-
chastycznej [ g(x(s),s)E(s)ds = [ g(x(s),s)dWs, [14, 15], gdzie dW; jest przyrostem
w procesie Wienera.”? W dalszym ciagu pracy zastosowano interpretacje Ito, ktéra
w przypadku addytywnego charakteru szumu &(¢) w réwnaniu Langevina, réwno-
wazna jest nieco odmiennej interpretacji Stratonowicza [15].

Réwnanie (1.4) mozna dalej uproSci¢ poprzez przejscie do zmiennych bez-
wymiarowych oraz uwzglednienie zaleznosci od temperatury w wariancji szumu
(E()E(H)) = 628(t — '), gdzie 62 = 2kpT /m. Ostatecznie przettumione réwnanie
Langevina i infinitezymalne przyrosty potozenia w ruchu przyjmuja postaé

dx(t)
dt

=F(x,t)+&(1) & dx(t) =F(x,t)dt +dW,, (1.5)

gdzie & (r) jest biatym szumem Gaussowskim o zerowej $redniej (£ (7)) = 0 a F(x,t)
jest deterministyczng sila, mogaca jawnie zaleze¢ od czasu.

Dla najprostszych postaci réwnania Langevina, przez wprowadzenie prawdopo-
dobieristwa warunkowego P (x,f|xo,%) = (0 (x —x(#)|x(to) = x0)) ¢ znalezienia czastki
w punkcie x w chwili 7, jezeli w chwili #y znajdowata si¢ ona w punkcie xg, moz-
na skonstruowa¢ odpowiadajace im réwnania Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka
[16, 19, 37]. Nieprzettumione réwnanie Langevina (1.3) jest stowarzyszone z nastgpu-
jacym rownaniem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka opisujacym ewolucj¢ gestosci
prawdopodobieristwa procesu x(7) (v(t) = x(t))

JdP t t d
(X,V, IX(),V(), 0) — —7VP(X,V,Z"X(),V0,Z‘())

ot ox
0 F(x,t
+ e {lv— (m )] P(x,v,t|x0,v0,10)
kT 92
+ lva(.x,\/,t’xo,vo,to). (16)

Analogicznie, mozna dowie$é, ze przettumione réwnanie Langevina (1.5) jest zwigza-
ne z nastgpujacym réwnaniem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka

8P(x,t|x0,to) . d kgT 2°
T = [—axF<x,l)+max2 P(x,t’x(),to)
P} 62 2
= |:—axF(X7t)+2ax2:| P(X,I|X(),t()). (17)

ZNa mocy niezaleznosci przyrostéw oraz faktu, ze warto$é oczekiwana (W;) = 0, kowariancja w pro-
cesie Wienera wynosi Cov|[Wy, W;] = (W,W;) = o2 min{s,7}, gdzie o jest parametrem skalujacym.
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Réwnania (1.6) oraz (1.7) sa rtownaniami na ewolucjg propagatora wyrazajacego praw-
dopodobienistwo warunkowe znalezienia czastki w potozeniu x w chwili czasu ¢,
przy zalozeniu poczatkowego potozenia xy i moga by¢ otrzymane wprost z réwna-
nia Chapmana-Kotmogorowa bilansu prawdopodobiefistwa dla proceséw Markowa®
Obustronne przemnozenie réwnania Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (1.7) przez
prawdopodobiefistwo warunku i wycatkowanie po xo prowadzi do analogicznego row-
nania na prawdopodobieristwo P(x,?).

Réwnanie Langevina (1.5) oraz stowarzyszone z nim réwnanie Smoluchowskiego-
Fokkera-Plancka (1.7) beda stanowily gtéwny obiekt badan zaprezentowanych w ni-
niejszym artykule. W zaleznosci od postaci sity deterministycznej F (x,7) mozliwe jest
opisanie bardzo wielu modeli, demonstrujacych konstruktywna rolg szuméw. Rézne
formy F(x,t) pozwalaja na zbadanie nie tylko znaczenia szumu, ale takze roli petnio-
nej przez deterministyczna sife.

Uktady stochastyczne pomimo swojej prostoty moga wykazywac wiele intrygu-
jacych wtasciwosci. Juz w najprostszym przypadku F(x,7) = 0, jesli tylko intensyw-
nos¢ szumu o jest wigksza od zera, czastka moze poruszac si¢ i x(z) # const. Kine-
tyka czastki uruchamiana jest sita stochastyczna & (¢), ktéra moze np. prowadzi¢ do
ucieczki czastki ze skoniczonych przedzialéw. Analizujac t¢ kinetykg mozna poszu-
kiwac¢ pierwszego Sredniego czasu przejscia lub prawdopodobieristwa ucieczki przez
lewa lub prawa granicg przedzialu. Zatozenie, ze sita F(x,7) = F(x) jest statyczna
pozwala na badanie problemu ucieczki czastki z miniméw potencjatu (problem Kra-
mersa [18, 24]). Dlatego, z jednej strony — dzigki obecnosci szumu, minima potencjatu
przestaja by¢ stabilne. Natomiast z drugiej strony, szum moze prowadzi¢ do ,,ustabi-
lizowania” stanéw, ktére podczas jego braku sa (deterministycznie) niestabilne (no-
ise enhanced stability [1, 19]). Jesli deterministyczna sita Fy,, dzialajaca na czastke
zalezy w sposéb jawny od czasu, obserwowane mogg by¢ kolejne efekty wywotane
obecnos$cia szumow. Posréd nich nalezy wymienié aktywacje rezonansowa [7], rezo-
nans stochastyczny [2, 14, 30] oraz tzw. efekty zapadkowe (ratchet effect) [13, 28, 36]
polegajace na synchronicznym ukierunkowaniu ruchu molekularnego pod wplywem
fluktuacji. Aktywacja rezonansowa jest rozszerzeniem tzw. zagadnienia Kramersa,
w ktérym badana czastka opuszcza minimum potencjatu przechodzac ponad zmienna
(deterministycznie lub stochastycznie) bariera potencjatu. Modulacja wysokoSci barie-
ry prowadzi do optymalizacji czasu ucieczki czastki z jamy potencjatu i tym samym
opisywaé moze najefektywniejsza kinetyke pomigdzy populacjami reagentéw i pro-
duktéw. Z kolei obserwowane zjawisko rezonansu stochastycznego dowodzi, ze stabe
podprogowe periodyczne sygnaty moga zosta¢ wzmocnione dzigki obecnosci szumu.

3Proces Markowa jest procesem dla ktérego wielopunktowe prawdopodobieristwo warunkowe redu-
kuje sig do POStaCi P(xnatn |xn717tn71§xn727tn—2§- .- §x07t0) = P(xn-,tn‘xnflatnfl) th Zthy =2 2 19),
co oznacza ,,brak pamigci” [15]. [15, 16, 19].



1. KONSTRUKTYWNA ROLA FLUKTUACJI W UKLADACH DYNAMICZNYCH

Podobnie, wspomniany powyzej efekt zapadkowy jest przyktadem, jak w uktadach ze
ztamang symetrig przestrzenng obecno$¢ szumu i periodycznej modulacji prowadzié
moze do uporzadkowania ruchu czasteczek i1 powstania makroskopowego pradu.

1.2. Wybrane zjawiska indukowane szumami

1.2.1. Sredni pierwszy czas przejScia

WielkosScia charakteryzujaca efektywnoS¢ ucieczki czastki jest pierwszy czas przejscia
T(xo) =min{r >0 : xp € Torazx(t) ¢ £}, (1.8)

gdzie ¥ jest obszarem ruchu a xy punktem z ktérego czastka rozpoczgta swoj ruch.
Pierwszy czas przejScia jest czasem potrzebnym na opuszczenie X po raz pierwszy.
Sredni pierwszy czas przejscia 7 (xg) (mean first passage time) jest Srednia pierw-
szych czas6w przejscia T(xg), t.j. 7 (xo) = (T(x0)). Jesli sita dziatajaca na czastke nie
zalezy od czasu, wygodnie jest zatozy¢, ze ruch odbywa si¢ w zewngtrznym potencjale
V(x) takim, ze F(x) = -8 — _y/(x).

Dynamika czastki opisana jest przez przettumione réwnanie Langevina oraz zwia-
zane z nim réwnanie Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (dla uproszczenia notacji
zakladamy xg =y oraz fy = 0)

d A
a—tP(x,t]y,O) =T'P(x,t]y,0), (1.9
gdzie I" jest operatorem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka [" = %V’ (x) + %zg—;.
Sredni pierwszy czas przejscia moze zostaé wyznaczony jako charakterystyczny czas
zaniku prawdopodobieristwa przezycia czastki w badanym przedziale:

T(xo=y / dt/th|y, dx—/ G(y,t)dt, (1.10)

gdzie G(y,t) = [; P(x,t|y,0)dx jest prawdopodobienstwem, ze czastka ktdra rozpo-
czgta swéj ruch w xo =y, po czasie ¢ jest nadal obecna w uktadzie, tzn. x(r) € L.
Prawdopodobienistwo przezycia G(y,t) jest powiazane z dystrybuanta F(y,) rozkta-
du pierwszych czaséw przejscia (czasé6w ucieczki z X) zwiazkiem

Glyt) =1 - Fy(y1) = 1 —/0 Fely,5)ds = /twff(y,s)ds, (L.11)
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gdzie fr(y,r) jest gestoscia rozktadu pierwszych czaséw przejscia. Wyzsze momenty
(n > 1) tego rozktadu mozna otrzyma¢ rekurencyjnie [15]:

Moo= = [ rna = [T (220 ) g

= —"G(y1) +/ nt" 1 G(y,t)dt
0 0

= n/ "Gy, 1)dt, (1.12)
0

przy czym 7 (xo = y) = (7(xo = y)) = Mi(xo = y).

Sredni pierwszy czas przejScia moze zosta¢ wyznaczony z réwnania (1.10). Wy-
maga to jednak wczesniejszego wyznaczenia P(x,t|y,0). Mozliwe jest takze bezpo-
Srednie wyznaczenie Sredniego pierwszego czasu przejScia wprost z réwnania Lan-
gevina (1.5). W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze dla zmiany potozenia w krétkim
przedziale czasowym Af z y na y + Ay, warto$¢ oczekiwana (t(y+Ay)) = .7 (y) — At.
Jednoczesnie z (1.5) i przy wykorzystaniu wlasnosci przyrostow w procesie Wienera,
oszacowanie (Ay) daje (Ay) = (F(y,t)Ar) i odpowiednio (z doktadnos$cia do wielkosci
rzedu liniowego w At) (Ay?) = ((F(y,t)At +dW,)?) = (F (y,t)At)? + (dW?) ~ c>At.
Z drugiej strony rozwinigcie T(y + Ay) dla matych Ay daje 7(y + Ay) =~ 1(y) +
AyT'(y) + 3(Ay)*7"(y) + .... Z usrednienia tego rozwiniecia ((7(y)) = 7(y)), po
wprowadzeniu wartosci na (Ay?) i podzieleniu przez At dostajemy dla At — 0 réw-
nanie

2
1= 2T () +F(1) 7' (). (1.13)

Formalne wyprowadzenie powyzszego réwnania mozna znalez¢ w [16]. Natomiast
w [18] przedstawiono inne, niezwykle intuicyjne rozumowanie prowadzace do réw-
nania (1.13): Sredni pierwszy czas przejécia jest Srednim czasem po jakim czastka
opuszcza obszar ruchu X po raz pierwszy. Dla kazdego ¢’ € [0,7] czastka znajduje si¢
w X. Bez utraty ogélnosci mozna zalozy¢, ze cale zewnetrze ¥ jest absorbujace

P(x,t[y,0) =0, 2T (1.14)

co wyklucza powroty do X. Dla procesu o ciagltych trajektoriach wystarczy zatozy¢,
ze brzeg d¥ obszaru X jest absorbujacy

P(x,t]y,0) =0, VxedX. (1.15)

P(x,t]y,0) jako warunkowe prawdopodobieristwo dla procesu Markowa [15, 16] spet-
nia cofnigte réwnanie Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka

P .
EP(x,t]y,O) =17P(x,1]y,0), xex, (1.16)
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gdzie I'" jest cofnietym operatorem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka dziatajacym
na zalezno$¢ od y (,,warunku poczatkowego™) prawdopodobiefistwa P(x,¢[y,0)

o o%9? 0 o?9?

M=V0g+ 757 =FOg+ 535 (1.17)
Zgodnie z definicja Sredni pierwszy czas przejscia jest rowny
:/wdt/P(x,tb/,O)dx, (1.18)
0 b2
gdzie .
/ZP(x,t]y,O)dx:G(ﬂx(t:O) =) = G(n), (1.19)

jest prawdopodobieristwem przezycia. Catkujac réwnanie (1.16) [;”dr [; dx otrzymu-
jemy
[Pl 0) = P30y, 0)]dx = £.7(3). (1.20)
z

Ze wzgledu na granice absorbujaca dla r = oo czastka na pewno opusci uktad. Osta-
tecznie otrzymujemy réwnanie spetniane przez Sredni pierwszy czas przejscia

—1=1"7(y). (1.21)

Mnozac réwnanie (1.16) przez t" i catkujac [;°dt [y dx otrzymujemy réwnania reku-
rencyjne na wyzsze momenty pierwszego czasu przejscia

—n 7" (y) =TT7"(y). (1.22)

Prawdopodobienstwo przezycia G(y,t) spetnia cofnigte réwnanie Smoluchowskiego-
Fokkera-Plancka atG( 1) =T7G(y,1), co widaé catkujac [y dx réwnanie (1.16).

1.2.2. Ucieczka ze skonczonych przedzialéw oraz problem Kramersa

Ogolne rozwiazanie réwnania (1.21) dla I'f = —V/(y) 2 5+5 a}z, y € [A, B, zalezy
od rodzaju granic A, B [15, 16]. Klasyfikacja mozliwych warunkéw brzegowych jest
przedstawiona w [15] a odpowiadajace im rozwiazania w [16]. JeSli A jest odbijajaca
a B absorbujaca [15] to

T (xo— B) = /d’ [ )}/AX,exp[ ZVé )}d” (1.23)

Réwnanie (1.23) pozwala takze na wyznaczenie §redniego pierwszego czasu ucieczki
ze skoriczonych przedziatéw. W takim przypadku V(x) = 0, A jest granica odbijajaca
a B absorbujaca (A < xg < B)

(B —)C())(B —2A +X0)
o2 '

T (x0) =

(1.24)
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Jesli A jest granica absorbujaca a B odbijajaca (A < xg < B)

(A —xo)(A —2B +xo)
o2

T (x) = . (1.25)
Natomiast dla ucieczki z przedziatu ograniczonego dwiema granicami absorbujacymi
(A <xp<DB)
(xo—A)(xo—B)
o? '
Wzér (1.24) moze zosta¢ wyprowadzony ze wzoru (1.26) dzigki obserwacji, ze uciecz-
ka z przedzialu ograniczonego granica odbijajaca i absorbujaca jest rdwnowazna
ucieczce z dwa razy szerszego przedziatu ograniczonego dwiema granicami absor-
bujacymi. Dlatego dokonujac zamiany A — 2A — B wz6r (1.26) przechodzi w (1.24).
Analogicznie zamiana B — 2B — A przeksztatca (1.26) w (1.25).

Dla szczegdlnie prostych potencjaléw jawne wyrazenie na Sredni pierwszy czas
przejScia moze zostaé¢ wyliczone ze wzoru (1.23). Granica odbijajaca jest zlokalizo-
wana w x = 0 podczas gdy granica absorbujaca jest w x = 1. Dla liniowego potencjatu
V(x)=Hx

T (x) = — (1.26)

1
+

TO=1)=— (1.27)

o? 2H] o©?
—exp|—|—=5-
212 P |62 | T o

Natomiast dla potencjatu parabolicznego V (x) = Hx?

[ m ' [2Hs |2H
9(0 — 1) == 20721_1/0 exp |:62:| erf[ (;ZS] ds7 (128)

gdzie erf(x) jest funkcja btedu (dystrybuanta rozktadu normalnego) erf(x) =
% fo e ds.
Dla réwnania (1.23) mozna przyjaé naturalne zatozenie lim V(x) odpowiadajace
X—y—o0

umieszczeniu w minus nieskoriczonoSci granicy odbijajacej. Dla ogélnego potencjatu
V(x) zastosowanie przyblizenia punktu siodtowego [15] prowadzi do

(1.29)

T o< exp [AV} ,

o2
co oznacza, ze Sredni pierwszy czas przejscia roSnie wyktadniczo wraz z wysokosScia
bariery potencjatu AV =V (xp) — V (Xpin)-

1.2.3. Aktywacja rezonansowa

Zjawisko aktywacji rezonansowej wystepuje w uktadzie w ktérym czasteczka ucie-
ka przez modulowang barierg potencjalu. Bariera potencjalu moze by¢ modulowana

8
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Av
H
+
Y|y 2
>
H-
1
x=0 x=1 X > X

Rysunek 1.1: Liniowa bariera potencjatu dychotomicznie przetaczajaca si¢ pomigdzy
dwiema konfiguracjami o wysokoSciach H. (lewa kolumna) oraz generyczny poten-
cjat z dwoma minimami V (x,r) = —%x? + gx“ +ApxcosQrza=128, b =512, Ag =

8, Q=1dlat={0,%,7n} (prawa kolumna).

w sposob deterministyczny lub stochastyczny. Periodyczna modulacja bariery poten-
cjatu [22, 33] prowadzi do optymalizacji czasu ucieczki. Istnieje taka czgsto$¢ perio-
dycznej modulacji dla ktérej czas ucieczki staje sig minimalny. Tutaj jednak zatozymy,
ze potencjal przetacza si¢ dychotomicznie pomigdzy dwiema liniowymi konfiguracja-
mi o réznej wysokosci Hy [7, 8, 11, 21]. Ruch czastki brownowskiej jest opisany przy
pomocy réwnania

dx(t)

dt

gdzie n(¢) jest markowowskim szumem dychotomicznym przyjmujacym warto$ci a4
a 7 jest szybkoscig przetaczania si¢ procesu migdzy stanami

= V() + 0(0)g(x) +E ), (1.30)

a+
Yt Ly (1.31)

a_

Dla powyzszego szumu dychotomicznego wartos¢ Srednia jest réwna

(n@) = %(m +a-) (1.32)
za$ autokorelacja wynosi
(In(0)~ ()N~ @) = las —a e (133)
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Szum & (¢) jest biaty gaussowski (((¢)) =0, (E(t)E(¢')) = 628(t —1")). Szum dycho-
tomiczny jest odpowiedzialny za modulacjg¢ ksztaltu bariery potencjalu (wysokosci),
podczas gdy biaty szum gaussowski opisuje losowe oddziatywania badanej czasteczki
z kapiela cieplng. Oba szumy wystepujace w (1.30) sa statystycznie niezalezne

(n@)&(")) =0. (1.34)

Sita dziatajaca na czastke jest rowna
—Vi(x)=—[V'(x) —arg(x)]. (1.35)

Statyczna czg$é potencjatu V (x) oraz funkcja g(x) sa tak dobrane, aby dla ustalo-
nych wartoSci procesu dychotomicznego a4 lewa strona réwnania (1.35) odpowiadata
zaktadanej sile. Przetaczajacy sig liniowy potencjal Vi (x) jest schematycznie zapre-
zentowany w lewej kolumnie rysunku 1.1. Warunek (1.35) zwykle mozna spetni¢ na
wigcej niz jeden sposéb. Badana wielkoscia jest Sredni pierwszy czas przejscia .7 dla
procesu okreslonego réwnaniem (1.30).

W przypadku, gdy szum dychotomiczny i termiczny sg statystycznie niezalez-
ne (réwnanie (1.34)), ewolucja prawdopodobienistwa w obu szumach rozsprzega sig.
W konsekwencji, kazde z rownan sktada si¢ z dwéch czgsci opisujacych ruch czast-
ki oraz przetaczanie si¢ bariery. W réwnaniu (1.36) cziony proporcjonalne do y opi-
suja przetaczanie si¢ gestoSci prawdopodobierfistwa pomiedzy Py (x,z|y,0). Czgsci
z V'(x) — asg(x) opisuja ewolucje gestosci prawdopodobieristwa w przestrzeni. Dla-
tego réwnanie (1.30) jest réwnowazne uktadowi réwnan

P (x,1]y,0) = & {V’()—cug x)+ 20 ]P+xt|y,
_YP+(x t‘y? )+y (x t|ya ) (136)
AP-(x,13.0) = O |[V'(x) —a-g(x) + 53| P-(x.1].0)

+’)/P+(X,l|y, ) }/ (x t|y7 )

Dla uproszczenia zaktadamy, ze ruch odbywa si¢ w przedziale [0,1]. W x = 0 jest
granica odbijajaca a w x = 1 absorbujaca. W chwili ¢t = 0 czastka znajduje si¢ w gra-
nicy odbijajacej a potencjal z prawdopodobieristwem % w kazdej z konfiguracji V4 (x).
W granicy absorbujacej znika prawdopodobiefistwo znalezienia czastki

Ps(x,1]y,0)| _, =0. (1.37)

W granicy odbijajacej znika natomiast prad prawdopodobienstwa

2

(e}
— x| P(x,1]y,0)| _, =0. (1.38)

Jx(x, 1y, O)cho =—|V'(x) —axzg(x)+ >

10
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Jesli czastka zaczyna swoj ruch w granicy odbijajacej to

ﬂ@ﬂy@kf:SQ) (1.39)

Znalezienie Py (x,t|y,0) pozwala na wyznaczenie Sredniego pierwszego czasu przej-
$cia

T(xo=y / dt/ ' (x,]y,0) + Py (x,2]y,0)] dxx. (1.40)

logyg 7

0o “‘0‘1 0.2 03‘04 0.5 06‘07 0.8 09 1 6 r 2 0 2 s 6
t logyoY

Rysunek 1.2: Przyktadowe realizacje réwnania (1.30) (lewa kolumna) i zalezno$¢
Sredniego pierwszego czasu przejscia od szybkoSci przetaczania liniowej bariery po-
tencjatu (prawa kolumna). Rézne krzywe odpowiadajg r6znym wysokos$ciom bariery
potencjatu H. . Sredni pierwszy czas przejécia zostat wyznaczony poprzez symulacje
réwnania Langevina (1.30) (punkty), za$ linie przedstawiaja numeryczne rozwiazania
réwnania (1.41).

(1.41)

Rl— 1=

Sredni pierwszy czas przejscia .7 (xo = y) mozna wyznaczy¢ takze za pomoca
cofnigtego réwnania Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (1.16)
dvi(y) d7, 2T (y
{—-z— c0) 420 4 g d¢> Y70+ 17 ()
dv_(y) d7_(y & 9
—3 =T G T YT 0) v T )
ﬂi( ) oznaczaja érednie pierwsze czasy przejScia dla obu konfiguracji potencjatu
V4 (x). Czynnik — w powyzszym réwnaniu wynika z warunku poczatkowego (1.39).
Poszukiwany srednl pierwszy czas przejscia jest réwny

T(xo=y)= T: () + T (- (1.42)
Réwnanie (1.41) jest zwigzane z nastgpujacymi warunkami brzegowymi [11, 16]
20| =0 T ( =0
y=0 + y) ‘y:] -
4T ( ) B oraz { _0 (1.43)
{ dy ’y:O =0 9,(y)]y:1 0

11
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A

0 100 200 300 400 500 600
T

Rysunek 1.3: Rozktad pierwszych czaséw przejscia dla liniowej bariery potencjatu dla
matych czestosci przetaczania si¢ bariery, tzn. y — 0.

Réwnanie (1.41) ze wzgledu na fakt, ze warunki na funkcje zadane sa w prawym brze-
gu przedzialu a na pochodne w lewym jest dwupunktowym problemem brzegowym,
ktéry moze zostaé rozwiazany numerycznie a w najprostszych przypadkach takze ana-
litycznie. Dla liniowej bariery potencjatu przetaczajacej si¢ pomiedzy Vi (x) = +Hx

2
70) = [T [H*+2yH? [y—T]+47’T] cosh [\/H;izﬂ (1.44)
H? |H*T +27'T +y[H* - 2T

—  4yT+\/H?+2yT sinh [”HZ;ZYT

|

VH?*+2yT

T

(2 + 291’

H? 29T cosh [

. 2
gdzie T = 5.

Rozwiazania numeryczne mogg by¢ skonstruowane takze przy pomocy metod
Monte Carlo [31] zastosowanych do réwnania (1.30). W takim przypadku warun-
ki brzegowe zadane sa na poziomie pojedynczych trajektorii. Ze wzgledu na granice
odbijajaca x(¢) nie moze by¢ mniejsze od zera. Czastka jest natychmiastowo usunigta

12
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z uktadu jesli x(z) > 1 (absorbcja w granicy absorbujacej). Prawa kolumna rysunku 1.2
pokazuje pigé¢ przyktadowych trajektorii x(¢). Strzatki nad wykresem wskazuja pierw-
sze czasy przejscia T odpowiadajace trajektoriom z dolnej czgsci rysunku.

Rysunek 1.2 pokazuje zalezno$¢ Sredniego pierwszego czasu przejScia dla linio-
wej bariery potencjatu przetaczajacej si¢ migdzy dwoma konfiguracjami V. (x) = Hyx
scharakteryzowanymi réznymi wysokoSciami H. Rysunek pokazuje doktadne wyni-
ki uzyskane poprzez numeryczne rozwiazanie uktadu (1.41) przy pomocy [29] oraz
wyniki symulacji Monte Carlo réwnania (1.30). Wyniki uzyskane obiema metodami
doskonale si¢ zgadzaja.

Dla matych 7 bariera potencjatu dtugo znajduje si¢ w kazdym ze stanéw. Dlatego
Sredni pierwszy czas przejicia jest Srednig czaséw przejscia przez obie konfiguracje
potencjatu

. 1 1
lim.7(y) = Z[TV)+T(Vy)|==[9-+T4]. (1.45)

y—0 2 2
W granicy duzych 7y potencjat przetacza si¢ bardzo szybko. Czastka widzi zatem Sred-
ni potencjat i dlatego Sredni pierwszy czas przejscia jest Srednim pierwszym czasem

przejscia dla sredniej konfiguracji bariery

. 1
%gr.}og(}/) =7 [2(V +V+)} . (1.46)
Powyzsza asymptotyka (réwnania (1.45) oraz (1.46)) jest pokazana na rysunku 1.2.
Zauwazmy, ze dla posrednich wartoSci Y obserwowane jest minimum zaleznoSci
7 (7). Dzieje si¢ tak, gdy czas skorelowania szumu bariery przybiera wartosci bli-
skie czasowi potrzebnemu do wspigcia si¢ czastki na barier¢ (lub czasowi relaksacji
czastki z tego polozenia). W konsekwencji, fluktuacje stwarzaja optymalne warunki
wspomagajace proces pokonywania bariery [7, 8, 11, 20, 21]. Nalezy przy tym zazna-
czy¢, ze rOwniez ksztalt bariery ma znaczenie w obserwowanym zjawisku: rezonanso-
wa aktywacja jest najlepiej widoczna dla potencjatu o tréjkatnej barierze i zanika dla
wyplaszczajacej si¢ bariery o ksztatcie schodka [8, 11].

Wraz ze wzrostem intensywnos$ci szumu wartosci Sredniego pierwszego czasu
maleja. Jest to naturalng konsekwencja faktu, ze silniejsze fluktuacje przyspieszaja
ucieczke i czynia ja mniej zalezng od doktadnego ksztattu i konfiguracji bariery po-
tencjatu.

Rysunek 1.3 przedstawia gestosci prawdopodobienistwa pierwszych czaséw przej-
Scia T dla matych wartoSci y. Dla matych y rozktady pierwszych czaséw przejscia sg
niewyktadnicze i dwie skale czasowe odpowiadajace przejsciom przez niska (V_(x))
i wysoka (V,(x)) barier¢ sa doskonale widoczne. Dla duzych wartosci y rozktady
pierwszych czaséw przejScia sa wyktadnicze, co jest typowa wilasnoScia proceséw
Markowa.

13
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1.2.4. Rezonans stochastyczny

Rezonans stochastyczny jest przyktadem kolejnego efektu demonstrujacego konstruk-
tywna rolg szuméw. Rezonans stochastyczny prowadzi do wzmocnienia podprogo-
wych sygnaléw dzigki potaczonej obecnosci stabej periodycznej modulacji i odpo-
wiedniego poziomu szumu. Modelowy uklad [14] w ktérym bada si¢ rezonans stocha-
styczny opisany jest przy pomocy nastgpujacego rownania Langevina

dx(t

) _ _yrie )+, (1.47)

dt

gdzie £(r) jest biatym szumem gaussowskim, a V(x,t) jest periodycznie modulowa-
nym generycznym potencjalem z dwoma minimami

b
Vi(x,t) = —%xz + 1x4 + Agxcos Qt, (1.48)
za=128, b=1512, Ag = 8 oraz czgstoscia modulacji = 1. Prawa kolumna rysun-
ku 1.1 przedstawia periodycznie modulowany generyczny potencjat (1.48) dla wybra-
nych wartosci ¢.

0.5 |

-0.5

0 10 20 30 40 50 60 70 80
t

Rysunek 1.4: Przyktadowa trajektoria procesu (1.47) dla ¢ = 2. Zmiana intensywnosci
szumu modyfikuje statystki przeskokéw migdzy stanami.

Czastka poruszajaca si¢ w periodycznie modulowanym potencjale z dwoma mi-
nimami dzigki obecnosci szumu przechodzi migdzy stanami (minimami potencjatu).
Dzigki temu w uktadzie (1.47) pojawiaja si¢ dwie skale czasowe. Jedna z nich okreslo-
na jest przez okres modulacji T = 25” Druga skala czasowa zwiazana jest z procesem
indukowanych szumem przejs¢ migdzy stanami (minimami potencjatu (1.48)). Rezo-
nans stochastyczny ma miejsce wtedy, gdy obie wymienione skale czasowe sa réwne.

14
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Ze wzgledu na fakt, ze okres modulacji Tq jest ustalony w rezonansie stochastycz-
nym wtasno$ci uktadu sa optymalizowane ze wzgledu na intensywno$¢ szumu. Dla
matych intensywnos$ci szumu Sredni czas przejscia migdzy stanami jest duzo wigkszy
niz To. Natomiast dla duzych intensywnoSci szumu czas przejScia migdzy stanami jest
krétki a sam proces przeskokéw migdzy stanami nie jest czuly na wysokos¢ bariery
potencjalu. Wskazuje to na istnienie optymalnego poziomu szumu prowadzacego do
najbardziej ,,regularnego” zachowania uktadu (1.47).

Badanie rezonansu stochastycznego wymaga zastosowania odpowiednich miar
[10, 14, 42]. Najczesciej stosowanymi sa: odpowiedZ periodyczna (periodic respon-
se), wzmocnienie spektralne (spectral power amplification), stosunek sygnatu do szu-
mu (signal to noise ratio), pole pod pierwszym pikiem rozktadu czaséw pobytu lub
prawdopodobienstwo okreslonej liczby przejs¢ pomigdzy stanami na okres sity wy-
muszajacej To. Miary te oparte sa na badaniu wtasnosci trajektorii (realizacji) procesu
x(t) okreslonego réwnaniem (1.47). Detekcja rezonansu stochastycznego odpowiada
znalezieniu takiej intensywnosci szumu ¢ dla ktérej miary rezonansu stochastycznego
przyjmuja warto$¢ maksymalna.

Asymptotycznie dla r — oo proces x(¢) opisany réwnaniem (1.47) traci informacjg
o warunku poczatkowym i (x(¢)|x(79) = xo) staje si¢ periodyczna funkcja czasu [2, 14]

(x(t))qs = Xcos(Qt — P). (1.49)

Amplituda X i przesunigcie fazowe ¢ zaleza od intensywno$ci szumu o i czgstosci

modulacji Q. Typowo amplituda ¥ jest niemonotoniczna funkcja intensywnosci szumu

z dobrze okre$§lonym maksimum odpowiadajacym rezonansowi stochastycznemu.
Widmo mocy jest zdefiniowane jako transformata Fouriera funkcji autokorelacji

S(w) = | /_ Z e T (x(t 4+ 17)x(t))dr. (1.50)

Dla badanego uktadu poddanego stabemu zaburzeniu periodycznemu widmo mocy
sktada si¢ z dwdch komponent S(@) = Sp(0)[0 (0 — Q)+ d(w+ Q)]+ Sy (@), Sn(w)
jest ttem a Sp okresla wzmocnienie spektralne, ktére jest wysoko$cia piku w widmie
mocy odpowiadajacego czgstosci wymuszenia Q. Stosunek sygnatu do szumu (SNR)
jest okreslony jako [14]

. Q+Aw
SNR=2 Llcgo /Q N S(a))dw] /Sn(Q). (1.51)

W réwnaniu (1.51) Alirn0 fgffa‘f S(w)dw oznacza moc niesiong przez sygnal podczas
o0—

gdy Sy () estymuje poziom szumu tha. Stosunek sygnatu do szumu okresla jak do-
brze sygnat odseparowany jest od zaszumionego tta, natomiast wzmocnienie spektral-
ne mowi jak silna jest odpowiedz uktadu na zaburzenie periodyczne. Widmo mocy
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S(®) oraz wzmocnienie spektralne Sp maja wymiar [x]?[¢], czyli jednostki sa wyzn-
czone przez jednostki potozenia x oraz czasu ¢.

102 1(;" 160 16‘ 162 10° 102 1(;" 160 15‘ 162 10°
(0] o
Rysunek 1.5: Widma mocy dla modelu (1.47) oraz réznych intensywno$ci szumu:
o = 1.5 (lewa kolumna) oraz o = 5.0 (prawa kolumna).

Rysunek 1.4 przedstawia przyktadowa trajektori¢ procesu (1.47) dla o = 2, czg-
stodci zewnetrznego wymuszenia Q = 1 oraz generycznego potencjatu z dwoma mi-
nimami dla a = 128, b = 512. Amplituda periodycznej modulacji wynosi Ag = 8. Na
podstawie szeregu podobnych trajektorii odpowiadajacych réznym intensywnos$ciom
szumu oszacowano widma mocy a nastgpnie wzmocnienie spektralne i stosunek sy-
gnatu do szumu. Rysunek 1.5 przedstawia przyktadowe widma mocy a rysunek 1.6
zastosowane miary rezonansu stochastycznego.

Analiza miar rezonansu stochastycznego potwierdza pojawienie si¢ rezonansu sto-
chastycznego w badanym uktadzie. Zaréwno wzmocnienie spektralne (Sp) jak i sto-
sunek sygnatu do szumu (SNR) pokazane na rynku 1.6 zachowuja si¢ w sposéb cha-
rakterystyczny dla tego zjawiska. Zalezno$¢ wzmocnienia spektralnego (lewa kolum-
na) od intensywnosci szumu ma ksztatt krzywej dzwonowej z wyraznie okre§lonym
maksimum wskazujacym wystapienie rezonansu stochastycznego. Dla matych inten-
sywnosSci szumu sygnal nie jest odseparowany od zaszumionego tla. Wraz z wzra-
stajaca intensywnoscia szumu sygnat staje si¢ dobrze odseparowany od poziomu tla.
Analiza rysunku 1.6 pokazuje, ze wzmocnienie spektralne jest bardziej czute na zmia-
ny intensywnosci szumu i precyzyjniej okresla optymalng intensywnos$¢ szumu. Spa-
dek wzmocnienia spektralnego wskazuje, ze sygnat wejsciowy jest gorzej odtworzony
przez sygnal wyjsciowy x(t). Stosunek sygnatu do szumu pokazuje, ze pomimo gor-
szego odtworzenia sygnatu wejSciowego sygnal wyjsSciowy jest dobrze odseparowany
od tla.
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Sp
(2]
10l0g,SNR [dB]

Rysunek 1.6: Wzmocnienie spektralne Sp w jednostkach umownych (lewa kolumna)
oraz stosunek sygnatu do szumu SNR w decybelach (dB) (prawa kolumna) dla gene-
rycznego potencjalu z dwoma minimami i biatego szumu gaussowskiego. Parametry
potencjatu jak na rysunku 1.1.

1.3. Podsumowanie

Na kilku wybranych przyktadach staraliSmy si¢ pokazac, jak obecnos¢ ,,losowych szu-
méw” prowadzié¢ moze do wystapienia zjawisk, ktore bylyby niemozliwe do zaobser-
wowania w uktadach Scisle deterministycznych. Oméwionymi tutaj przyktadami ta-
kich zjawisk sa 1) ucieczka ze studni potencjatu, 2) aktywacja rezonansowa i 3) rezo-
nans stochastyczny. Te koncepcyjnie proste modele kinetyki stochastycznej pozwalaja
na zrozumienie fundamentalnej roli, jaka odgrywaja szumy Srodowiskowe i fluktuacje
termiczne w dynamice molekularne;j.

Niedynamiczny rezonans stochastyczny [S] moze odpowiadaé za wzmocnienie
stabych sygnatéw neurofizjologicznych w uktadach biologicznych [38, 43]. W szcze-
g6lnosci prowadzi on do poprawy detekcji i odpowiedzi uktadéw na bodZce wizual-
ne [39] i akustyczne [44]. Dynamiczny rezonans stochastyczny ttumaczy wzmocnienie
sygnaléw w uktadach, w ktérych obserwowane jest ,,przejsScie” ponad bariera poten-
cjalu. Mechanizm tego typu, w ktéorym obserwuje si¢ wzmocniong czuto$¢ uktadu
dynamicznego na stabe perturbacje periodyczne moze ttumaczy¢ pojawianie si¢ epok
lodowcowych [4, 32]. Obok analogowych uktadéw elektronicznych [27, 45], szczeg6l-
nie interesujace sg tez medyczno-terapeutyczne zastosowania rezonansu stochastycz-
nego w rehabilitacji poudarowej [40] i w chorobie Parkinsona [23], gdzie omawiane
zjawisko odpowiedzialne jest za poprawe funkcji sensorycznych i motorycznych pa-
cjentéw [34, 35]. Z kolei dyskutowane powyzej — aktywacja rezonansowa i ucieczka ze
studni potencjatu sa podstawowymi elementami analizy i optymalizacji warunkéw za-
chodzenia reakcji chemicznych [17, 26], modelowania kinetyki chemicznej i transferu
tadunkowego w biatkach [11], jak réwniez transportu jonowego przez btony [13, 25].
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Badane przez nas modelowe klasyczne uklady dynamiczne, w ktérych wystepu-
ja zjawiska indukowane szumami, moga by¢ z powodzeniem rozszerzane na uktady
kwantowe i uogdlniane na inne klasy szuméw. W szczeg6lnosci mozna ostabié zatoze-
nie dotyczace szumu rozpatrujac jako Zrddta zaburzen bardziej ogélne tzw. ¢i-stabilne
fluktuacje Lévy’ego [9, 12] lub niemarkowowskie szumy kolorowe. Opisane tutaj kon-
struktywne zjawiska porzadkujace wymuszane obecnos$cig fluktuacji wystepuja takze
w wyzej wymiarowych uktadach [41].
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