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Streszczenie

Fluktuacje (lub szumy środowiskowe) uważane są zwykle za szkodliwe zakłó-
cenia. Jednakże w wielu zjawiskach ich obecność może mieć kreatywny cha-
rakter i wymuszać pojawianie się stanów i struktur o wysokim stopniu uporząd-
kowania. W artykule przedstawione są podstawowe narzędzia teorii procesów
stochastycznych znajdujące zastosowanie do opisu oddziaływań losowych oraz
relaksacji do stanów stacjonarnych układów dynamicznych pobudzanych przy-
padkowymi siłami. W oparciu o wybrane przykłady, omówiona jest rola szumów
w przyspieszaniu kinetyki chemicznej (aktywacja rezonansowa) oraz detekcji sy-
gnału (rezonans stochastyczny).

1.1. Wstęp

Chaotyczne ruchy cząsteczek w płynie, wywołane nieustannymi zderzeniami zawie-
siny z molekułami ośrodka, po raz pierwszy zostały zauważone przez holenderskiego
fizjologa i botanika Jana Ingenhousza w 1785 roku. Obserwacje Ingenhousza dotyczy-
ły ruchu pyłu węglowego na powierzchni alkoholu. Ponad pół wieku później podobne
zjawisko badane było także przez szkockiego botanika Roberta Browna, który ogląda-
jąc pod mikroskopem zawiesinę pyłków roślinnych oraz drobin nieorganicznych zaob-
serwował ich spontaniczny nieregularny ruch. Teoretyczne uzasadnienie tzw. ruchów
Browna zostało podane z początkiem XX wieku przez Alberta Einsteina oraz nieza-
leżnie, przez Mariana Smoluchowskiego – polskiego fizyka, profesora Uniwersytetu
Jagiellońskiego, twórcę fundamentalnych koncepcji w teorii fluktuacji i współczesnej
fizyki statystycznej. To właśnie oryginalność podejścia Smoluchowskiego, w którym
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opis dynamiczny ruchów Browna zastąpiony został opisem probabilistycznym, stano-
wiła o wielkim powodzeniu teorii kinetyczno-molekularnej oraz zastosowaniu teorii
procesów stochastycznych w analizie różnorakich zjawisk, w których fluktuacje od-
grywają istotną rolę [3, 6]. Podstawą tego podejścia jest założenie, że materia składa
się z drobin (molekuł), które podlegają stałym ruchom nawet w stanach równowagi
termodynamicznej, kiedy intensywność dopuszczalnego ruchu poszczególnych mole-
kuł wokół ich położeń równowagowych zależy od temperatury całego układu.

Dynamikę cząstki oddziałującej z dużą liczbą innych cząsteczek stanowiących
„tło” lub „kąpiel cieplną” dla jej ruchu można opisać równaniem

m
d2x(t)

dt2 = mẍ(t) = Fdet(x, t)+Fdys(x, t)+Ff lukt(x, t), (1.1)

gdzie x(t) jest położeniem cząstki, m jej masą, zaś prawa strona równania opisuje
składowe siły działającej na cząstkę, zawierające przyczynki pochodzące od tłumie-
nia ruchu związanego z lepkością ośrodka (Fdys), siłę deterministyczną (Fdet) oraz siłę
stochastyczną (Ff lukt), pochodzącą od losowych zderzeń z innymi cząstkami otocze-
nia. Dla uproszczenia założono, że ruch jest ruchem jednowymiarowym. W sytuacji,
gdy dyssypacja energii ruchu oraz siły losowe pochodzą z tego samego źródła, si-
łę tłumiącą można przedstawić jako Fdys = −mλ ẋ(t) ze współczynnikiem tłumienia
λ powiązanym z temperaturą układu T poprzez relację Smoluchowskiego-Einsteina
(relację fluktuacyjno-dyssypacyjną) [37], wyrażoną przez korelację

〈Ff lukt(x, t)Ff lukt(x, t ′)〉= 2mλkBT δ (t− t ′) (1.2)

i gwarantującą spełnienie zasady ekwipartycji energii. Czynnik
√

2mλkBT ze stałą
Boltzmanna kB określa wówczas intensywność siły losowej w równaniu (1.1). W dal-
szej części równanie to rozważane będzie w postaci podanej przez Langevina

mẍ(t) =−mλ ẋ(t)+F(x, t)+
√

2mλkBT ξ (t), (1.3)

gdzie oddziaływania z otoczeniem są opisane poprzez człon losowy Ff lukt =√
2mλkBT ξ (t), w którym ξ (t) jest tzw. białym szumem Gaussa o znikającej średniej

i czasowej funkcji korelacji zadanej deltą Diraca.1

Dla dużych wartości współczynnika λ , w równaniu (1.3) można dokonać adiaba-
tycznej eliminacji prędkości v(t) = ẋ(t) [15] otrzymując tzw. przetłumione równanie
Langevina

λ ẋ(t) =−F(x, t)
m

+
1
m

√
2mλkBT ξ (t), (1.4)

1Biały szum Gaussowski odpowiada formalnie pochodnej czasowej z przyrostów położenia cząstki
opisywanego matematycznym procesem Wienera [37]. Statystyczna niezależność przyrostów wyraża
brak korelacji czasowych w sile przypadkowej Ff lukt , zaś Gaussowski charakter Ff lukt wynika z założenia
o rozkładzie siły losowej będącej sumą wielu niezależnych zmiennych losowych spełniających warunki
centralnego twierdzenia granicznego.
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w którym „stan” cząstki jest opisany wyłącznie przez jej położenie.
Ogólnie, przy rozwiązywaniu stochastycznego równania różniczkowego typu Lan-

gevina wymagane jest dookreślenie sposobu interpretowania odpowiedniej całki sto-
chastycznej

∫
g(x(s),s)ξ (s)ds ≡

∫
g(x(s),s)dWs, [14, 15], gdzie dWs jest przyrostem

w procesie Wienera.2 W dalszym ciągu pracy zastosowano interpretację Ito, która
w przypadku addytywnego charakteru szumu ξ (t) w równaniu Langevina, równo-
ważna jest nieco odmiennej interpretacji Stratonowicza [15].

Równanie (1.4) można dalej uprościć poprzez przejście do zmiennych bez-
wymiarowych oraz uwzględnienie zależności od temperatury w wariancji szumu
〈ξ (t)ξ (t ′)〉 = σ2δ (t − t ′), gdzie σ2 = 2kBT/m. Ostatecznie przetłumione równanie
Langevina i infinitezymalne przyrosty położenia w ruchu przyjmują postać

dx(t)
dt

= F(x, t)+ξ (t) ⇔ dx(t) = F(x, t)dt +dWt , (1.5)

gdzie ξ (t) jest białym szumem Gaussowskim o zerowej średniej 〈ξ (t)〉 = 0 a F(x, t)
jest deterministyczną siłą, mogącą jawnie zależeć od czasu.

Dla najprostszych postaci równania Langevina, przez wprowadzenie prawdopo-
dobieństwa warunkowego P(x, t|x0, t0)≡ 〈δ (x−x(t)|x(t0) = x0)〉ξ znalezienia cząstki
w punkcie x w chwili t, jeżeli w chwili t0 znajdowała się ona w punkcie x0, moż-
na skonstruować odpowiadające im równania Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka
[16, 19, 37]. Nieprzetłumione równanie Langevina (1.3) jest stowarzyszone z następu-
jącym równaniem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka opisującym ewolucję gęstości
prawdopodobieństwa procesu x(t) (v(t) = ẋ(t))

∂P(x,v, t|x0,v0, t0)
∂ t

= − ∂

∂x
vP(x,v, t|x0,v0, t0)

+
∂

∂v

[
λv− F(x, t)

m

]
P(x,v, t|x0,v0, t0)

+ λ
kBT
m

∂ 2

∂v2 P(x,v, t|x0,v0, t0). (1.6)

Analogicznie, można dowieść, że przetłumione równanie Langevina (1.5) jest związa-
ne z następującym równaniem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka

∂P(x, t|x0, t0)
∂ t

=

[
− ∂

∂x
F(x, t)+

kBT
m

∂ 2

∂x2

]
P(x, t|x0, t0)

=

[
− ∂

∂x
F(x, t)+

σ2

2
∂ 2

∂x2

]
P(x, t|x0, t0). (1.7)

2Na mocy niezależności przyrostów oraz faktu, że wartość oczekiwana 〈Ws〉= 0, kowariancja w pro-
cesie Wienera wynosi Cov[Ws,Wt ]≡ 〈WsWt〉= σ2 min{s, t}, gdzie σ jest parametrem skalującym.
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Równania (1.6) oraz (1.7) są równaniami na ewolucję propagatora wyrażającego praw-
dopodobieństwo warunkowe znalezienia cząstki w położeniu x w chwili czasu t,
przy założeniu początkowego położenia x0 i mogą być otrzymane wprost z równa-
nia Chapmana-Kołmogorowa bilansu prawdopodobieństwa dla procesów Markowa3

Obustronne przemnożenie równania Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (1.7) przez
prawdopodobieństwo warunku i wycałkowanie po x0 prowadzi do analogicznego rów-
nania na prawdopodobieństwo P(x, t).

Równanie Langevina (1.5) oraz stowarzyszone z nim równanie Smoluchowskiego-
Fokkera-Plancka (1.7) będą stanowiły główny obiekt badań zaprezentowanych w ni-
niejszym artykule. W zależności od postaci siły deterministycznej F(x, t) możliwe jest
opisanie bardzo wielu modeli, demonstrujących konstruktywną rolę szumów. Różne
formy F(x, t) pozwalają na zbadanie nie tylko znaczenia szumu, ale także roli pełnio-
nej przez deterministyczną siłę.

Układy stochastyczne pomimo swojej prostoty mogą wykazywać wiele intrygu-
jących właściwości. Już w najprostszym przypadku F(x, t) ≡ 0, jeśli tylko intensyw-
ność szumu σ jest większa od zera, cząstka może poruszać się i x(t) 6= const. Kine-
tyka cząstki uruchamiana jest siłą stochastyczną ξ (t), która może np. prowadzić do
ucieczki cząstki ze skończonych przedziałów. Analizując tę kinetykę można poszu-
kiwać pierwszego średniego czasu przejścia lub prawdopodobieństwa ucieczki przez
lewą lub prawą granicę przedziału. Założenie, że siła F(x, t) ≡ F(x) jest statyczna
pozwala na badanie problemu ucieczki cząstki z minimów potencjału (problem Kra-
mersa [18, 24]). Dlatego, z jednej strony – dzięki obecności szumu, minima potencjału
przestają być stabilne. Natomiast z drugiej strony, szum może prowadzić do „ustabi-
lizowania” stanów, które podczas jego braku są (deterministycznie) niestabilne (no-
ise enhanced stability [1, 19]). Jeśli deterministyczna siła Fdet działająca na cząstkę
zależy w sposób jawny od czasu, obserwowane mogą być kolejne efekty wywołane
obecnością szumów. Pośród nich należy wymienić aktywację rezonansową [7], rezo-
nans stochastyczny [2, 14, 30] oraz tzw. efekty zapadkowe (ratchet effect) [13, 28, 36]
polegające na synchronicznym ukierunkowaniu ruchu molekularnego pod wpływem
fluktuacji. Aktywacja rezonansowa jest rozszerzeniem tzw. zagadnienia Kramersa,
w którym badana cząstka opuszcza minimum potencjału przechodząc ponad zmienną
(deterministycznie lub stochastycznie) barierą potencjału. Modulacja wysokości barie-
ry prowadzi do optymalizacji czasu ucieczki cząstki z jamy potencjału i tym samym
opisywać może najefektywniejszą kinetykę pomiędzy populacjami reagentów i pro-
duktów. Z kolei obserwowane zjawisko rezonansu stochastycznego dowodzi, że słabe
podprogowe periodyczne sygnały mogą zostać wzmocnione dzięki obecności szumu.

3Proces Markowa jest procesem dla którego wielopunktowe prawdopodobieństwo warunkowe redu-
kuje się do postaci P(xn, tn|xn−1, tn−1;xn−2, tn−2; . . . ;x0, t0) = P(xn, tn|xn−1, tn−1) (tn > tn−1 > · · · > t0),
co oznacza „brak pamięci” [15]. [15, 16, 19].
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Podobnie, wspomniany powyżej efekt zapadkowy jest przykładem, jak w układach ze
złamaną symetrią przestrzenną obecność szumu i periodycznej modulacji prowadzić
może do uporządkowania ruchu cząsteczek i powstania makroskopowego prądu.

1.2. Wybrane zjawiska indukowane szumami

1.2.1. Średni pierwszy czas przejścia

Wielkością charakteryzującą efektywność ucieczki cząstki jest pierwszy czas przejścia

τ(x0) = min
{

t > 0 : x0 ∈ Σ oraz x(t) /∈ Σ
}
, (1.8)

gdzie Σ jest obszarem ruchu a x0 punktem z którego cząstka rozpoczęła swój ruch.
Pierwszy czas przejścia jest czasem potrzebnym na opuszczenie Σ po raz pierwszy.
Średni pierwszy czas przejścia T (x0) (mean first passage time) jest średnią pierw-
szych czasów przejścia τ(x0), t.j. T (x0) = 〈τ(x0)〉. Jeśli siła działająca na cząstkę nie
zależy od czasu, wygodnie jest założyć, że ruch odbywa się w zewnętrznym potencjale
V (x) takim, że F(x) =−dV (x)

dx =−V ′(x).
Dynamika cząstki opisana jest przez przetłumione równanie Langevina oraz zwią-

zane z nim równanie Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (dla uproszczenia notacji
zakładamy x0 = y oraz t0 = 0)

∂

∂ t
P(x, t|y,0) = Γ̂P(x, t|y,0), (1.9)

gdzie Γ̂ jest operatorem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka Γ̂ = ∂

∂xV ′(x) + σ2

2
∂ 2

∂x2 .
Średni pierwszy czas przejścia może zostać wyznaczony jako charakterystyczny czas
zaniku prawdopodobieństwa przeżycia cząstki w badanym przedziale:

T (x0 = y) =
∫

∞

0
dt
∫

Σ

P(x, t|y,0)dx =
∫

∞

0
G(y, t)dt, (1.10)

gdzie G(y, t) ≡
∫

Σ
P(x, t|y,0)dx jest prawdopodobieństwem, że cząstka która rozpo-

częła swój ruch w x0 = y, po czasie t jest nadal obecna w układzie, tzn. x(t) ∈ Σ.
Prawdopodobieństwo przeżycia G(y, t) jest powiązane z dystrybuantą Fτ(y, t) rozkła-
du pierwszych czasów przejścia (czasów ucieczki z Σ) związkiem

G(y, t) = 1−Fτ(y, t)≡ 1−
∫ t

0
fτ(y,s)ds =

∫
∞

t
fτ(y,s)ds, (1.11)
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gdzie fτ(y, t) jest gęstością rozkładu pierwszych czasów przejścia. Wyższe momenty
(n > 1) tego rozkładu można otrzymać rekurencyjnie [15]:

Mn(x0 = y) =
∫

∞

0
tn fτ(y, t)dt =

∫
∞

0
tn
(
−dG(y, t)

dt

)
dt

= −tnG(y, t)
∣∣∣∣∞
0
+
∫

∞

0
ntn−1G(y, t)dt

= n
∫

∞

0
tn−1G(y, t)dt, (1.12)

przy czym T (x0 = y) = 〈τ(x0 = y)〉= M1(x0 = y).
Średni pierwszy czas przejścia może zostać wyznaczony z równania (1.10). Wy-

maga to jednak wcześniejszego wyznaczenia P(x, t|y,0). Możliwe jest także bezpo-
średnie wyznaczenie średniego pierwszego czasu przejścia wprost z równania Lan-
gevina (1.5). W tym celu wystarczy zauważyć, że dla zmiany położenia w krótkim
przedziale czasowym ∆t z y na y+∆y, wartość oczekiwana 〈τ(y+∆y)〉= T (y)−∆t.
Jednocześnie z (1.5) i przy wykorzystaniu własności przyrostów w procesie Wienera,
oszacowanie 〈∆y〉 daje 〈∆y〉= 〈F(y, t)∆t〉 i odpowiednio (z dokładnością do wielkości
rzędu liniowego w ∆t) 〈∆y2〉 = 〈(F(y, t)∆t + dWt)

2〉 = (F(y, t)∆t)2 + 〈dW 2
t 〉 ≈ σ2∆t.

Z drugiej strony rozwinięcie τ(y + ∆y) dla małych ∆y daje τ(y + ∆y) ≈ τ(y) +
∆yτ ′(y) + 1

2(∆y)2τ ′′(y) + . . . . Z uśrednienia tego rozwinięcia (〈τ(y)〉 = T (y)), po
wprowadzeniu wartości na 〈∆y2〉 i podzieleniu przez ∆t dostajemy dla ∆t → 0 rów-
nanie

−1 =
σ2

2
T ′′(y)+F(y, t)T ′(y). (1.13)

Formalne wyprowadzenie powyższego równania można znaleźć w [16]. Natomiast
w [18] przedstawiono inne, niezwykle intuicyjne rozumowanie prowadzące do rów-
nania (1.13): Średni pierwszy czas przejścia jest średnim czasem po jakim cząstka
opuszcza obszar ruchu Σ po raz pierwszy. Dla każdego t ′ ∈ [0, t] cząstka znajduje się
w Σ. Bez utraty ogólności można założyć, że całe zewnętrze Σ jest absorbujące

P(x, t|y,0)≡ 0, ∀ x /∈ Σ. (1.14)

co wyklucza powroty do Σ. Dla procesu o ciągłych trajektoriach wystarczy założyć,
że brzeg ∂Σ obszaru Σ jest absorbujący

P(x, t|y,0)≡ 0, ∀ x ∈ ∂Σ. (1.15)

P(x, t|y,0) jako warunkowe prawdopodobieństwo dla procesu Markowa [15, 16] speł-
nia cofnięte równanie Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka

∂

∂ t
P(x, t|y,0) = Γ̂

†P(x, t|y,0), x ∈ Σ, (1.16)
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gdzie Γ̂† jest cofniętym operatorem Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka działającym
na zależność od y („warunku początkowego”) prawdopodobieństwa P(x, t|y,0)

Γ̂
† =−V ′(y)

∂

∂y
+

σ2

2
∂ 2

∂y2 = F(y, t)
∂

∂y
+

σ2

2
∂ 2

∂y2 . (1.17)

Zgodnie z definicją średni pierwszy czas przejścia jest równy

T (y) =
∫

∞

0
dt
∫

Σ

P(x, t|y,0)dx, (1.18)

gdzie ∫
Σ

P(x, t|y,0)dx = G(t|x(t = 0) = y) = G(y, t), (1.19)

jest prawdopodobieństwem przeżycia. Całkując równanie (1.16)
∫

∞

0 dt
∫

Σ
dx otrzymu-

jemy ∫
Σ

[P(x,∞|y,0)−P(x,0|y,0)]dx = Γ̂
†T (y). (1.20)

Ze względu na granicę absorbującą dla t = ∞ cząstka na pewno opuści układ. Osta-
tecznie otrzymujemy równanie spełniane przez średni pierwszy czas przejścia

−1 = Γ̂
†T (y). (1.21)

Mnożąc równanie (1.16) przez tn i całkując
∫

∞

0 dt
∫

Σ
dx otrzymujemy równania reku-

rencyjne na wyższe momenty pierwszego czasu przejścia

−nT n−1(y) = Γ̂
†T n(y). (1.22)

Prawdopodobieństwo przeżycia G(y, t) spełnia cofnięte równanie Smoluchowskiego-
Fokkera-Plancka ∂

∂ t G(y, t) = Γ̂†G(y, t), co widać całkując
∫

Σ
dx równanie (1.16).

1.2.2. Ucieczka ze skończonych przedziałów oraz problem Kramersa

Ogólne rozwiązanie równania (1.21) dla Γ̂† = −V ′(y) ∂

∂y +
σ2

2
∂ 2

∂y2 , y ∈ [A, B], zależy
od rodzaju granic A, B [15, 16]. Klasyfikacja możliwych warunków brzegowych jest
przedstawiona w [15] a odpowiadające im rozwiązania w [16]. Jeśli A jest odbijająca
a B absorbująca [15] to

T (x0→ B) =
2

σ2

∫ B

x0

dx′ exp
[

2V (x′)
σ2

]∫ x′

A
exp
[
−2V (x′′)

σ2

]
dx′′. (1.23)

Równanie (1.23) pozwala także na wyznaczenie średniego pierwszego czasu ucieczki
ze skończonych przedziałów. W takim przypadku V (x)≡ 0, A jest granicą odbijającą
a B absorbującą (A < x0 < B)

T (x0) =
(B− x0)(B−2A+ x0)

σ2 . (1.24)

7
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Jeśli A jest granicą absorbującą a B odbijającą (A < x0 < B)

T (x0) =
(A− x0)(A−2B+ x0)

σ2 . (1.25)

Natomiast dla ucieczki z przedziału ograniczonego dwiema granicami absorbującymi
(A < x0 < B)

T (x0) =−
(x0−A)(x0−B)

σ2 . (1.26)

Wzór (1.24) może zostać wyprowadzony ze wzoru (1.26) dzięki obserwacji, że uciecz-
ka z przedziału ograniczonego granicą odbijającą i absorbującą jest równoważna
ucieczce z dwa razy szerszego przedziału ograniczonego dwiema granicami absor-
bującymi. Dlatego dokonując zamiany A→ 2A−B wzór (1.26) przechodzi w (1.24).
Analogicznie zamiana B→ 2B−A przekształca (1.26) w (1.25).

Dla szczególnie prostych potencjałów jawne wyrażenie na średni pierwszy czas
przejścia może zostać wyliczone ze wzoru (1.23). Granica odbijająca jest zlokalizo-
wana w x = 0 podczas gdy granica absorbująca jest w x = 1. Dla liniowego potencjału
V (x) = Hx

T (0→ 1) =− 1
H

+
σ2

2H2 exp
[

2H
σ2

]
− σ2

2H2 . (1.27)

Natomiast dla potencjału parabolicznego V (x) = Hx2

T (0→ 1) =
√

π

2σ2H

∫ 1

0
exp
[

2Hs2

σ2

]
erf

[√
2H
σ2 s

]
ds, (1.28)

gdzie erf(x) jest funkcją błędu (dystrybuanta rozkładu normalnego) erf(x) =
2√
π

∫ x
0 e−s2

ds.
Dla równania (1.23) można przyjąć naturalne założenie lim

x→−∞
V (x) odpowiadające

umieszczeniu w minus nieskończoności granicy odbijającej. Dla ogólnego potencjału
V (x) zastosowanie przybliżenia punktu siodłowego [15] prowadzi do

T ∝ exp
[

∆V
σ2

]
, (1.29)

co oznacza, że średni pierwszy czas przejścia rośnie wykładniczo wraz z wysokością
bariery potencjału ∆V =V (xb)−V (xmin).

1.2.3. Aktywacja rezonansowa

Zjawisko aktywacji rezonansowej występuje w układzie w którym cząsteczka ucie-
ka przez modulowaną barierę potencjału. Bariera potencjału może być modulowana

8
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Rysunek 1.1: Liniowa bariera potencjału dychotomicznie przełączająca się pomiędzy
dwiema konfiguracjami o wysokościach H± (lewa kolumna) oraz generyczny poten-
cjał z dwoma minimami V (x, t) =−a

2 x2 + b
4 x4 +A0xcosΩt z a = 128, b = 512, A0 =

8, Ω = 1 dla t = {0, π

2 ,π} (prawa kolumna).

w sposób deterministyczny lub stochastyczny. Periodyczna modulacja bariery poten-
cjału [22, 33] prowadzi do optymalizacji czasu ucieczki. Istnieje taka częstość perio-
dycznej modulacji dla której czas ucieczki staje się minimalny. Tutaj jednak założymy,
że potencjał przełącza się dychotomicznie pomiędzy dwiema liniowymi konfiguracja-
mi o różnej wysokości H± [7, 8, 11, 21]. Ruch cząstki brownowskiej jest opisany przy
pomocy równania

dx(t)
dt

=−V ′(x)+η(t)g(x)+ξ (t), (1.30)

gdzie η(t) jest markowowskim szumem dychotomicznym przyjmującym wartości a±
a γ jest szybkością przełączania się procesu między stanami

a+
γ ↑ ↓ γ.

a−
(1.31)

Dla powyższego szumu dychotomicznego wartość średnia jest równa

〈η(t)〉= 1
2
(a++a−) (1.32)

zaś autokorelacja wynosi

〈[η(t)−〈η(t)〉][η(t ′)−〈η(t ′)〉]〉= 1
4
(a+−a−)2e−2γ|t−t ′|. (1.33)

9
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Szum ξ (t) jest biały gaussowski (〈ξ (t)〉= 0, 〈ξ (t)ξ (t ′)〉= σ2δ (t− t ′)). Szum dycho-
tomiczny jest odpowiedzialny za modulację kształtu bariery potencjału (wysokości),
podczas gdy biały szum gaussowski opisuje losowe oddziaływania badanej cząsteczki
z kąpielą cieplną. Oba szumy występujące w (1.30) są statystycznie niezależne

〈η(t)ξ (t ′)〉= 0. (1.34)

Siła działająca na cząstkę jest równa

−V ′±(x) =−
[
V ′(x)−a±g(x)

]
. (1.35)

Statyczna część potencjału V (x) oraz funkcja g(x) są tak dobrane, aby dla ustalo-
nych wartości procesu dychotomicznego a± lewa strona równania (1.35) odpowiadała
zakładanej sile. Przełączający się liniowy potencjał V±(x) jest schematycznie zapre-
zentowany w lewej kolumnie rysunku 1.1. Warunek (1.35) zwykle można spełnić na
więcej niż jeden sposób. Badaną wielkością jest średni pierwszy czas przejścia T dla
procesu określonego równaniem (1.30).

W przypadku, gdy szum dychotomiczny i termiczny są statystycznie niezależ-
ne (równanie (1.34)), ewolucja prawdopodobieństwa w obu szumach rozsprzęga się.
W konsekwencji, każde z równań składa się z dwóch części opisujących ruch cząst-
ki oraz przełączanie się bariery. W równaniu (1.36) człony proporcjonalne do γ opi-
sują przełączanie się gęstości prawdopodobieństwa pomiędzy P±(x, t|y,0). Części
z V ′(x)− a±g(x) opisują ewolucję gęstości prawdopodobieństwa w przestrzeni. Dla-
tego równanie (1.30) jest równoważne układowi równań

∂tP+(x, t|y,0) = ∂x

[
V ′(x)−a+g(x)+ σ2

2 ∂x

]
P+(x, t|y,0)

−γP+(x, t|y,0)+ γP−(x, t|y,0)
∂tP−(x, t|y,0) = ∂x

[
V ′(x)−a−g(x)+ σ2

2 ∂x

]
P−(x, t|y,0)

+γP+(x, t|y,0)− γP−(x, t|y,0).

(1.36)

Dla uproszczenia zakładamy, że ruch odbywa się w przedziale [0,1]. W x = 0 jest
granica odbijająca a w x = 1 absorbująca. W chwili t = 0 cząstka znajduje się w gra-
nicy odbijającej a potencjał z prawdopodobieństwem 1

2 w każdej z konfiguracji V±(x).
W granicy absorbującej znika prawdopodobieństwo znalezienia cząstki

P±(x, t|y,0)
∣∣
x=1 = 0. (1.37)

W granicy odbijającej znika natomiast prąd prawdopodobieństwa

j±(x, t|y,0)
∣∣
x=0 =−

[
V ′(x)−a±g(x)+

σ2

2
∂x

]
P±(x, t|y,0)

∣∣
x=0 = 0. (1.38)
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Jeśli cząstka zaczyna swój ruch w granicy odbijającej to

P±(x, t|y,0)
∣∣
t=0 =

1
2

δ (x). (1.39)

Znalezienie P±(x, t|y,0) pozwala na wyznaczenie średniego pierwszego czasu przej-
ścia

T (x0 = y) =
∫

∞

0
dt
∫ 1

0
[P−(x, t|y,0)+P+(x, t|y,0)]dx. (1.40)
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Rysunek 1.2: Przykładowe realizacje równania (1.30) (lewa kolumna) i zależność
średniego pierwszego czasu przejścia od szybkości przełączania liniowej bariery po-
tencjału (prawa kolumna). Różne krzywe odpowiadają różnym wysokościom bariery
potencjału H±. Średni pierwszy czas przejścia został wyznaczony poprzez symulację
równania Langevina (1.30) (punkty), zaś linie przedstawiają numeryczne rozwiązania
równania (1.41).

Średni pierwszy czas przejścia T (x0 = y) można wyznaczyć także za pomocą
cofniętego równania Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (1.16){

−1
2 =−dV+(y)

dy
dT+(y)

dy + σ2

2
d2T+(y)

dy2 − γT+(y)+ γT−(y)

−1
2 =−dV−(y)

dy
dT−(y)

dy + σ2

2
d2T−(y)

dy2 + γT+(y)− γT−(y)
. (1.41)

T±(y) oznaczają średnie pierwsze czasy przejścia dla obu konfiguracji potencjału
V±(x). Czynnik −1

2 w powyższym równaniu wynika z warunku początkowego (1.39).
Poszukiwany średni pierwszy czas przejścia jest równy

T (x0 = y) = T+(y)+T−(y). (1.42)

Równanie (1.41) jest związane z następującymi warunkami brzegowymi [11, 16]{ dT+(y)
dy

∣∣
y=0 = 0

dT−(y)
dy

∣∣
y=0 = 0

oraz

{
T+(y)

∣∣
y=1 = 0

T−(y)
∣∣
y=1 = 0

. (1.43)
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Rysunek 1.3: Rozkład pierwszych czasów przejścia dla liniowej bariery potencjału dla
małych częstości przełączania się bariery, tzn. γ → 0.

Równanie (1.41) ze względu na fakt, że warunki na funkcje zadane są w prawym brze-
gu przedziału a na pochodne w lewym jest dwupunktowym problemem brzegowym,
który może zostać rozwiązany numerycznie a w najprostszych przypadkach także ana-
litycznie. Dla liniowej bariery potencjału przełączającej się pomiędzy V±(x) =±Hx

T (0) =

[
T
[
H4 +2γH2 [γ−T ]+4γ

3T
]

cosh

[√
H2 +2γT

T

]
(1.44)

− H2

[
H2T +2γ

2T + γ
[
H2−2T 2]

− 4γT
√

H2 +2γT sinh

[√
H2 +2γT

T

]]]

/

[[
H2 +2γT

]2[
H2 +2γT cosh

[√
H2 +2γT

T

]]]
,

gdzie T = σ2

2 .
Rozwiązania numeryczne mogą być skonstruowane także przy pomocy metod

Monte Carlo [31] zastosowanych do równania (1.30). W takim przypadku warun-
ki brzegowe zadane są na poziomie pojedynczych trajektorii. Ze względu na granicę
odbijającą x(t) nie może być mniejsze od zera. Cząstka jest natychmiastowo usunięta

12



1. KONSTRUKTYWNA ROLA FLUKTUACJI W UKŁADACH DYNAMICZNYCH

z układu jeśli x(t)> 1 (absorbcja w granicy absorbującej). Prawa kolumna rysunku 1.2
pokazuje pięć przykładowych trajektorii x(t). Strzałki nad wykresem wskazują pierw-
sze czasy przejścia τ odpowiadające trajektoriom z dolnej części rysunku.

Rysunek 1.2 pokazuje zależność średniego pierwszego czasu przejścia dla linio-
wej bariery potencjału przełączającej się między dwoma konfiguracjami V±(x) = H±x
scharakteryzowanymi różnymi wysokościami H±. Rysunek pokazuje dokładne wyni-
ki uzyskane poprzez numeryczne rozwiązanie układu (1.41) przy pomocy [29] oraz
wyniki symulacji Monte Carlo równania (1.30). Wyniki uzyskane obiema metodami
doskonale się zgadzają.

Dla małych γ bariera potencjału długo znajduje się w każdym ze stanów. Dlatego
średni pierwszy czas przejścia jest średnią czasów przejścia przez obie konfiguracje
potencjału

lim
γ→0

T (γ) =
1
2
[T (V−)+T (V+)] =

1
2
[T−+T+] . (1.45)

W granicy dużych γ potencjał przełącza się bardzo szybko. Cząstka widzi zatem śred-
ni potencjał i dlatego średni pierwszy czas przejścia jest średnim pierwszym czasem
przejścia dla średniej konfiguracji bariery

lim
γ→∞

T (γ) = T

[
1
2
(V−+V+)

]
. (1.46)

Powyższa asymptotyka (równania (1.45) oraz (1.46)) jest pokazana na rysunku 1.2.
Zauważmy, że dla pośrednich wartości γ obserwowane jest minimum zależności
T (γ). Dzieje się tak, gdy czas skorelowania szumu bariery przybiera wartości bli-
skie czasowi potrzebnemu do wspięcia się cząstki na barierę (lub czasowi relaksacji
cząstki z tego położenia). W konsekwencji, fluktuacje stwarzają optymalne warunki
wspomagające proces pokonywania bariery [7, 8, 11, 20, 21]. Należy przy tym zazna-
czyć, że również kształt bariery ma znaczenie w obserwowanym zjawisku: rezonanso-
wa aktywacja jest najlepiej widoczna dla potencjału o trójkątnej barierze i zanika dla
wypłaszczającej się bariery o kształcie schodka [8, 11].

Wraz ze wzrostem intensywności szumu wartości średniego pierwszego czasu
maleją. Jest to naturalną konsekwencją faktu, że silniejsze fluktuacje przyspieszają
ucieczkę i czynią ją mniej zależną od dokładnego kształtu i konfiguracji bariery po-
tencjału.

Rysunek 1.3 przedstawia gęstości prawdopodobieństwa pierwszych czasów przej-
ścia τ dla małych wartości γ . Dla małych γ rozkłady pierwszych czasów przejścia są
niewykładnicze i dwie skale czasowe odpowiadające przejściom przez niską (V−(x))
i wysoką (V+(x)) barierę są doskonale widoczne. Dla dużych wartości γ rozkłady
pierwszych czasów przejścia są wykładnicze, co jest typową własnością procesów
Markowa.
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1.2.4. Rezonans stochastyczny

Rezonans stochastyczny jest przykładem kolejnego efektu demonstrującego konstruk-
tywną rolę szumów. Rezonans stochastyczny prowadzi do wzmocnienia podprogo-
wych sygnałów dzięki połączonej obecności słabej periodycznej modulacji i odpo-
wiedniego poziomu szumu. Modelowy układ [14] w którym bada się rezonans stocha-
styczny opisany jest przy pomocy następującego równania Langevina

dx(t)
dt

=−V ′(x, t)+ξ (t), (1.47)

gdzie ξ (t) jest białym szumem gaussowskim, a V (x, t) jest periodycznie modulowa-
nym generycznym potencjałem z dwoma minimami

V (x, t) =−a
2

x2 +
b
4

x4 +A0xcosΩt, (1.48)

z a = 128, b = 512, A0 = 8 oraz częstością modulacji Ω = 1. Prawa kolumna rysun-
ku 1.1 przedstawia periodycznie modulowany generyczny potencjał (1.48) dla wybra-
nych wartości t.

-1
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 0

 0.5
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 0  10  20  30  40  50  60  70  80

x

t

Rysunek 1.4: Przykładowa trajektoria procesu (1.47) dla σ = 2. Zmiana intensywności
szumu modyfikuje statystki przeskoków między stanami.

Cząstka poruszająca się w periodycznie modulowanym potencjale z dwoma mi-
nimami dzięki obecności szumu przechodzi między stanami (minimami potencjału).
Dzięki temu w układzie (1.47) pojawiają się dwie skale czasowe. Jedna z nich określo-
na jest przez okres modulacji TΩ = 2π

Ω
. Druga skala czasowa związana jest z procesem

indukowanych szumem przejść między stanami (minimami potencjału (1.48)). Rezo-
nans stochastyczny ma miejsce wtedy, gdy obie wymienione skale czasowe są równe.

14



1. KONSTRUKTYWNA ROLA FLUKTUACJI W UKŁADACH DYNAMICZNYCH

Ze względu na fakt, że okres modulacji TΩ jest ustalony w rezonansie stochastycz-
nym własności układu są optymalizowane ze względu na intensywność szumu. Dla
małych intensywności szumu średni czas przejścia między stanami jest dużo większy
niż TΩ. Natomiast dla dużych intensywności szumu czas przejścia między stanami jest
krótki a sam proces przeskoków między stanami nie jest czuły na wysokość bariery
potencjału. Wskazuje to na istnienie optymalnego poziomu szumu prowadzącego do
najbardziej „regularnego” zachowania układu (1.47).

Badanie rezonansu stochastycznego wymaga zastosowania odpowiednich miar
[10, 14, 42]. Najczęściej stosowanymi są: odpowiedź periodyczna (periodic respon-
se), wzmocnienie spektralne (spectral power amplification), stosunek sygnału do szu-
mu (signal to noise ratio), pole pod pierwszym pikiem rozkładu czasów pobytu lub
prawdopodobieństwo określonej liczby przejść pomiędzy stanami na okres siły wy-
muszającej TΩ. Miary te oparte są na badaniu własności trajektorii (realizacji) procesu
x(t) określonego równaniem (1.47). Detekcja rezonansu stochastycznego odpowiada
znalezieniu takiej intensywności szumu σ dla której miary rezonansu stochastycznego
przyjmują wartość maksymalną.

Asymptotycznie dla t→ ∞ proces x(t) opisany równaniem (1.47) traci informację
o warunku początkowym i 〈x(t)|x(t0) = x0〉 staje się periodyczną funkcją czasu [2, 14]

〈x(t)〉as = x̄cos(Ωt− ϕ̄). (1.49)

Amplituda x̄ i przesunięcie fazowe ϕ̄ zależą od intensywności szumu σ i częstości
modulacji Ω. Typowo amplituda x̄ jest niemonotoniczną funkcją intensywności szumu
z dobrze określonym maksimum odpowiadającym rezonansowi stochastycznemu.

Widmo mocy jest zdefiniowane jako transformata Fouriera funkcji autokorelacji

S(ω) =
∫

∞

−∞

e−iωτ〈x(t + τ)x(t)〉dτ. (1.50)

Dla badanego układu poddanego słabemu zaburzeniu periodycznemu widmo mocy
składa się z dwóch komponent S(ω) = SP(σ)[δ (ω−Ω)+δ (ω +Ω)]+SN(ω), SN(ω)
jest tłem a SP określa wzmocnienie spektralne, które jest wysokością piku w widmie
mocy odpowiadającego częstości wymuszenia Ω. Stosunek sygnału do szumu (SNR)
jest określony jako [14]

SNR = 2
[

lim
∆ω→0

∫
Ω+∆ω

Ω−∆ω

S(ω)dω

]
/SN(Ω). (1.51)

W równaniu (1.51) lim
∆ω→0

∫
Ω+∆ω

Ω−∆ω
S(ω)dω oznacza moc niesioną przez sygnał podczas

gdy SN(Ω) estymuje poziom szumu tła. Stosunek sygnału do szumu określa jak do-
brze sygnał odseparowany jest od zaszumionego tła, natomiast wzmocnienie spektral-
ne mówi jak silna jest odpowiedź układu na zaburzenie periodyczne. Widmo mocy
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S(ω) oraz wzmocnienie spektralne SP mają wymiar [x]2[t], czyli jednostki są wyzn-
czone przez jednostki położenia x oraz czasu t.
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Rysunek 1.5: Widma mocy dla modelu (1.47) oraz różnych intensywności szumu:
σ = 1.5 (lewa kolumna) oraz σ = 5.0 (prawa kolumna).

Rysunek 1.4 przedstawia przykładową trajektorię procesu (1.47) dla σ = 2, czę-
stości zewnętrznego wymuszenia Ω = 1 oraz generycznego potencjału z dwoma mi-
nimami dla a = 128, b = 512. Amplituda periodycznej modulacji wynosi A0 = 8. Na
podstawie szeregu podobnych trajektorii odpowiadających różnym intensywnościom
szumu oszacowano widma mocy a następnie wzmocnienie spektralne i stosunek sy-
gnału do szumu. Rysunek 1.5 przedstawia przykładowe widma mocy a rysunek 1.6
zastosowane miary rezonansu stochastycznego.

Analiza miar rezonansu stochastycznego potwierdza pojawienie się rezonansu sto-
chastycznego w badanym układzie. Zarówno wzmocnienie spektralne (SP) jak i sto-
sunek sygnału do szumu (SNR) pokazane na rynku 1.6 zachowują się w sposób cha-
rakterystyczny dla tego zjawiska. Zależność wzmocnienia spektralnego (lewa kolum-
na) od intensywności szumu ma kształt krzywej dzwonowej z wyraźnie określonym
maksimum wskazującym wystąpienie rezonansu stochastycznego. Dla małych inten-
sywności szumu sygnał nie jest odseparowany od zaszumionego tła. Wraz z wzra-
stającą intensywnością szumu sygnał staje się dobrze odseparowany od poziomu tła.
Analiza rysunku 1.6 pokazuje, że wzmocnienie spektralne jest bardziej czułe na zmia-
ny intensywności szumu i precyzyjniej określa optymalną intensywność szumu. Spa-
dek wzmocnienia spektralnego wskazuje, że sygnał wejściowy jest gorzej odtworzony
przez sygnał wyjściowy x(t). Stosunek sygnału do szumu pokazuje, że pomimo gor-
szego odtworzenia sygnału wejściowego sygnał wyjściowy jest dobrze odseparowany
od tła.
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Rysunek 1.6: Wzmocnienie spektralne SP w jednostkach umownych (lewa kolumna)
oraz stosunek sygnału do szumu SNR w decybelach (dB) (prawa kolumna) dla gene-
rycznego potencjału z dwoma minimami i białego szumu gaussowskiego. Parametry
potencjału jak na rysunku 1.1.

1.3. Podsumowanie

Na kilku wybranych przykładach staraliśmy się pokazać, jak obecność „losowych szu-
mów” prowadzić może do wystąpienia zjawisk, które byłyby niemożliwe do zaobser-
wowania w układach ściśle deterministycznych. Omówionymi tutaj przykładami ta-
kich zjawisk są 1) ucieczka ze studni potencjału, 2) aktywacja rezonansowa i 3) rezo-
nans stochastyczny. Te koncepcyjnie proste modele kinetyki stochastycznej pozwalają
na zrozumienie fundamentalnej roli, jaką odgrywają szumy środowiskowe i fluktuacje
termiczne w dynamice molekularnej.

Niedynamiczny rezonans stochastyczny [5] może odpowiadać za wzmocnienie
słabych sygnałów neurofizjologicznych w układach biologicznych [38, 43]. W szcze-
gólności prowadzi on do poprawy detekcji i odpowiedzi układów na bodźce wizual-
ne [39] i akustyczne [44]. Dynamiczny rezonans stochastyczny tłumaczy wzmocnienie
sygnałów w układach, w których obserwowane jest „przejście” ponad barierą poten-
cjału. Mechanizm tego typu, w którym obserwuje się wzmocnioną czułość układu
dynamicznego na słabe perturbacje periodyczne może tłumaczyć pojawianie się epok
lodowcowych [4, 32]. Obok analogowych układów elektronicznych [27, 45], szczegól-
nie interesujące są też medyczno-terapeutyczne zastosowania rezonansu stochastycz-
nego w rehabilitacji poudarowej [40] i w chorobie Parkinsona [23], gdzie omawiane
zjawisko odpowiedzialne jest za poprawę funkcji sensorycznych i motorycznych pa-
cjentów [34, 35]. Z kolei dyskutowane powyżej – aktywacja rezonansowa i ucieczka ze
studni potencjału są podstawowymi elementami analizy i optymalizacji warunków za-
chodzenia reakcji chemicznych [17, 26], modelowania kinetyki chemicznej i transferu
ładunkowego w białkach [11], jak również transportu jonowego przez błony [13, 25].
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Badane przez nas modelowe klasyczne układy dynamiczne, w których występu-
ją zjawiska indukowane szumami, mogą być z powodzeniem rozszerzane na układy
kwantowe i uogólniane na inne klasy szumów. W szczególności można osłabić założe-
nie dotyczące szumu rozpatrując jako źródła zaburzeń bardziej ogólne tzw. α-stabilne
fluktuacje Lévy’ego [9, 12] lub niemarkowowskie szumy kolorowe. Opisane tutaj kon-
struktywne zjawiska porządkujące wymuszane obecnością fluktuacji występują także
w wyżej wymiarowych układach [41].
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