
Reprezentacja liczby obsadzeń

Statystyka Bosego-Einsteina
Statystyka Fermiego-Diraca
Statystyka Maxwell’a-Boltzmann’a

RozróŜnialność versus nierozróŜnialność cząsteczek…



1. Całkowita energia układu pozostaje stała,
2. Całkowita liczba cząstek układu pozostaje stała,

(uwzględniamy ponadto dostatecznie duŜą liczbę cząstek, 
tak, aby miała sens analiza probabilistyczna)

Wszystkie rozwaŜania prowadzimy przy załoŜeniu, Ŝe



Zliczanie mikrostanów

Dla  cząstek nierozróŜnialnych  poszukujemy
wyraŜenia na liczbę sposobów rozmieszczenia 
Ni  cząsteczek w gi szufladach (podpoziomach) i-tego poziomu
Zadany poziom zawierający Ni  cząsteczek podzielony jest na gi

szuflad
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Całkowitą liczbę „mikrostanów” (konfiguracji) otrzymamy przez 
wzięcie iloczynu liczby konfiguracji dla pojedynczych komórek.

RozwaŜamy nieoddziałujące cząstki (ich liczba wynosi N) rozmieszczone na 

poziomach energetycznych o zadanym stopniu degeneracji gi
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Dla duŜych N oraz  w przypadku gdy degeneracja gi >> 1, mamy
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Dla (nierozróŜnialnych) fermionów: poszukujemy liczby 
sposobów rozmieszczenia Ni  cząsteczek  w gi  małych 
komórkach (stanach). ZauwaŜmy, Ŝe

ii Ng ≥
poniewaŜ kaŜdy poziom moŜe zawierać co najwyŜej jeden fermion !
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PoniewaŜ cząstki są nierozróŜnialne to, aby otrzymać moŜliwą 
liczbę konfiguracji, wyraŜenie jak wyŜej musimy podzielić 
dodatkowo przez N!

!)(!

!

iii

i
i NgN

g

−
=Ω

MoŜliwa liczba konfiguracji dla wszystkich poziomów jest równa
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Rozkład Maxwell’a-Boltzmann’a (cząstek rozróŜnialnych…)

W zadanej komórce mamy ustaloną liczbę cząsteczek (Ni)
mogących obsadzać gi podpoziomów energetycznych. 
Liczba permutacji (moŜliwych ustawień) dana jest
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Całkowita liczba dostępnych konfiguracji dla  N 
cząsteczek rozdzielonych pomiędzy poziomami o 
zadanej liczebności dana jest  
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Jaki jest najbardziej prawdopodobny stan, 

UŜycie wzoru aproksymacjnego Stirlinga

dla x >>1 ∑ =
=⋅⋅⋅++= n
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Suma ta jest przybliŜona przez powierzchnię pod krzywą:
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Maksymalizować będziemy entropię )(ln NS Ω=

1       2       3       4      5       6 x

y=lnx

1ln!ln

1ln!ln
1

−−≈

>>≈ ∫
xxxx

xdladxxx
x

xxxx −≈ ln!ln



Przykład wykonywanego rachunku...

Chcemy otrzymać rozkład ekstremalizujący entropię  S (zatem 
równowagowy)  dla N cząstek podlegających statystyce 
Bosego-Einsteina:
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Warunki poboczne: constNN
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Gdzie εi oznacza energię kaŜdej cząstki obsadzającej i-ty 
poziom energetyczny.



Rozpiszmy dla wygody lnΩ uŜywając przybliŜenia Stirlinga:
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Jeśli zarównoNi i gi są >>1, to moŜemy względem tych wielkości 
zaniedbać 1 i uŜyć wzoru Stirlinga.,
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WyraŜenie to moŜna jeszcze uprościć:

[ ]∑ −−++=
i iiiiiiii ggNNgNgN lnln)ln()(lnΩ



[ ]∑ −−++=
i iiiiiiii ggNNgNgN lnln)ln()(ln Ω

Maksimum wartości prawdopodobieństwa otrzymamy dla 
warunku:
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Warunek ten oznacza, Ŝe wariacja z lnΩ jest zerowa dla małych 
odstępstw  Ni od rozkładu równowagi, lub
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Dla statystyki BE dostajemy 
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Gdzie zaniedbaliśmy jedynkę w odniesieniu do g i N.
Podobnie dla statystyki  FD dostaniemy
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A dla klasycznej statystyki MB

)lnln(!lnln ii iiiiMB NNNgNN +−+≈Ω ∑

BEΩln



a

g
N

a
N

g

N

N

i

i
i

i

i

i

k

i

++
=

=−−−⇔=
∂
Ω∂

)exp(

0)ln(0
))((ln

*

βεα

βεα

∑ 







−−−=Ω i

i

ii

i

i
ii g

N
a

a

g
a

N

g
NN )1ln()ln()(ln

.

Ogólnie zatem:

Gdzie a=1 (dla FD), a=-1 (dla BE) oraz a=0 (dla MB). 
RóŜniczkowanie tego wyraŜenia

prowadzi do najbardziej prawdopodobnej liczby obsadzeń 
przy zadanych warunkach



Rozkład prawdopodobieństwa dla stanu równowagi

Określili śmy najbardziej prawdopodobne stany obsadzeń przy 
warunku stałej energii układu i stałej liczby cząstek.

Rozkłady te określają najbardziej prawdopodobny makrostan. 
Znaleźliśmy postać funkcji opisującej to prawdopodobieństwo, 
lecz nie wyznaczyliśmy stałych α i β. Te ostatnie dostajemy z 
warunków pobocznych uŜytych w wyprowadzeniu:
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RozwaŜmy przykład, w którym dwa stany mają tą samą energię 
i w sumie 6x1023 cząstek. Dla najbardziej prawdopodobnego 
rozkładu będzie w kaŜdej z nich 3x1023 cząstek. ZałóŜmy, Ŝe 
0.1 procenta cząstek zmienia komórkę. Mamy wtedy,
N1 = N2 =3x1023,  δN1 = -δN2 = (0.01)·3·1023 = 3·1021
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Widzimy więc, Ŝe prawdopodobieństwo zmienia się 
nieznacznie.


