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Motywacja
Typy bifurkacji

Gªówna idea..

Pozornie "dynamika" ukªadów 1-dim bardzo prosta:

rozwi¡zania uzbie»niaj¡ si¦ do punktów staªych, albo uciekaj¡

do ±∞
Interesuj¡ce zachowania (jako±ciowa zmiana potoku)

obserwowalne przy zmianie warto±ci parametru wyst¦puj¡cego

w opisie

Jako±ciowe zmiany potoku ⇔ BIFURKACJE

Punkty bifurkacji to warto±ci (krytyczne) parametru, przy

których rejestrowalne s¡ bifurkacje

Bifurkacje stanowi¡ modele przej±¢ "fazowych" i niestabilno±ci

pojawiaj¡cych si¦ w ukªadzie w wyniku zmian pewnego

parametru kontrolnego
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Scenariusze bifurkacji

Scenariusze bifurkacji

zmiana ilo±ci i stabilno±ci punktów staªych

Punkt staªy jest HIPERBOLICZNY je±li warto±ci

zlinearyzowanego potoku w tym punkcie s¡ niezerowe

Punkty hiperboliczne s¡ strukturalnie stabilne (gra�k potoku

mo»e by¢ zaburzony nieliniowymi poprawkami do badanego

równania ró»niczkowego, ale nie zmieni charakteru stabilno±ci

w tym punkcie)

Lokalne bifurkacje pojawiaj¡ sie w punktach niehiperbolicznych
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

ẋ = r + x2

bifurkacja wyst¦puje dla warto±ci r = 0

ẋ = r + x2

Bifurkacja siodªo-w¦zeª -

podstawowy mechanizm tworzenia i niszczenia punktów staªych...
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Motywacja
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

konwencja gra�czna...

pole wektorowe

Zachowanie pól wektorowych skojarzonych z równaniem ẋ = r + x2
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

DIAGRAM BIFURKACYJNY

bifurkacja siodªo-w¦zeª, ẋ = r + x2

Punkt startowy musi znajdowa¢ si¦ poni»ej linii przerywanej,

aby ukªad d¡»yª do stanu stabilnego
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Przykªad ẋ = r − x2

punkty staªe f (x) =
r − x2 = 0⇒ x∗ = ±

√
r

dwa punkty staªe dla r > 0

zero punktów staªych dla

r < 0

f ′(x∗) = −2x∗ ⇒ x∗ =
+
√
r stabilny,

x∗ = −
√
r niestabilny

w punktach bifurkacji r = 0

oraz f ′(x∗) = 0,

zatem linearyzacja traci sens

(znika)

saddle-node
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Przykªad ẋ = r − x − e−x

punkty staªe f (x) = r − x − e−x = 0⇒ x∗ =?

rozwi¡zanie gra�czne, przeci¦cie r − x i e−x

saddle-node??
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Przykªad ẋ = r − x − e−x

r − x = e−x oraz d
dx

(r − x) = d
dx

e−x

st¡d r = rc = 1 i punkt bifurkacji pojawia si¦ w x = 0

saddle-node??
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Przykªad ẋ = r − x − e−x , podsumowanie

r < 1
brak punktów staªych

wykres f1 = r − x poni»ej wykresu f2 = e−x

f (x) = f1(x)− f2(x) < 0, tj. ujemny kierunek potoku...

r = 1
jeden punkt staªy x∗ w 1− x∗ − e−x

∗
= 0, tzn. x∗ = 0

wykres f1 styczny do wykresu f2

f (x) = f1(x)− f2(x) = 0, tj. nieokre±lony kierunek potoku

r > 1
dwa punkty staªe

wykres f1 przecina wykres f2

f (x) = f1(x)− f2(x) > 0 pomi¦dzy punktami staªymi oraz

f (x) < 0 na zewn¡trz...

Te informacje wystarczaj¡ do naszkicowania diagramu bifurkacyjnego, czyli wykresu

ilustruj¡cego stabilno±¢ punktów stacjonarnych w funkcji parametru kontrolnego
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Analiza w oparciu o linearyzacj¦...

Examples

szereg Taylora dla f = r − x − e−x wokóª

(x0, r0) = (x∗, rcr ) = (0, 1)
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Examples

szereg Taylora dla f = r − x − e−x wokóª

(x0, r0) = (x∗, rcr ) = (0, 1)

f(x∗, rcr ) = 0 oraz ∂f
∂x

(x∗, rcr ) = 0, ξ = x − x∗, ρ = r − rcr

ẋ = f (x , r) = (r − rcr )− 1
2
(x − x∗)2 + ... czªony wy»szych rz¦dów

niech R = r−1
2

oraz X = x/2⇒ Ẋ = R − X 2 (LOKALNIE)
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Przykªad ẋ = r − x − e−x

Wniosek: blisko warto±ci krytycznej r∗ = 1 zachowanie ukªadu jest takie jak
ẋ = R − x2 przy warunku R ∝ 0

ogólnie posta¢ normalna dla bifurkacji siodªo-w¦zeª ẋ = a(r − rcr ) + b(x − x∗)2
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

bifurkacja siodªo-w¦zeª: wªasno±ci charakterystyczne

f (x∗, rcr ) = 0
∂f
∂x (x∗, rcr ) = 0
∂f
∂r (x

∗, rcr ) 6= 0

∂2f
∂x2

(x∗, rcr ) 6= 0

ogólnie posta¢ normalna dla bifurkacji siodªo-w¦zeª

ẋ = a(r − rcr ) + b(x − x∗)2
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Zmiana stabilno±ci: bifurkacja transkrytyczna

podstawowy mechanizm zmiany stabilno±ci punktów staªych

przy wariacji parametru kontrolnego

przyklad z poprzedniego wykªadu ẋ = rx − x2 - wzrost

populacji

Examples

bifurkacja transkrytyczna r < 0 r = 0 r > 0

Zmiana stabilno±ci mi¦dzy x
∗ = 0 i x∗ = r . Przeciwnie do bifurkacji siodªo-w¦zeª, dwa punkty staªe nie

znikaj¡
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Bifurkacja transkrytyczna

diagram bifurkacyjny

Bifurkacja transkrytyczna przy warunku f (x∗)− f
′(x∗) = 0
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Przykªad ẋ = x(1− x2)− a(1− e−bx)

punkt x∗ = 0 jest punktem staªym dla wszystkich par (a, b)
po rozwini¦ciu wokóª x = 0:

⇒ ẋ = (1− ab)x +
(
ab2

2

)
x2 + O(x3)

bifurkacja transkrytyczna pojawia sie gdy ab = 1

bifurkacja transkrytyczna
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Przykªad: akcja laserowa

n(t) liczba fotonów w ±wietle laserowym

zmiana w czasie: ṅ =zysk - strata =GnN − kn

N(t) liczba wzbudzonych atomow w materiale aktywnym optycznie,
straty: ∝ kn, wymuszona emisja (zysk) ∝ GNn z pewnym wspóªczynnikiem G

N(t) = N0 − αn, gdzie N0 zale»y od siªy pompowania i utrata N(t) nast¦puje w
wyniku emisji fotonów (α > 0)

akcja laserowa
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Przykªad: akcja laserowa ṅ = (GN0 − k)n − (αG )n2

akcja laserowa
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

Akcja laserowa ṅ = (GN0 − k)n − (αG )n2

n(t) liczba fotonów w ±wietle laserowym

Ewa Gudowska-Nowak Przepªywy jednowymiarowe



Motywacja
Typy bifurkacji

Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

"pitchfork bifurcation"

Ten rodzaj bifurkacji jest typowy w zagadnienich posiadaj¡cych symetri¦: punkty staªe
pojawiaj¡ si¦ i znikaj¡ w symetrycznych parach
Superkrytyczna bifurkacja widelcowa ẋ = rx − x3 (niezmiennicze przy x → −x)

r < 0: rozwi¡zania zanikaj¡ eksponencjalnie

r = 0: linearyzacja znika, rozwi¡zania relaksuj¡ algebraicznie (krytyczne
spowolnienie)

r > 0: dwa punkty staªe
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

analiza ẋ = f (x) = rx − x3

Punkty staªe
f (x∗) = 0→ x∗ = ±

√
r lub x∗ = 0

punkt staªy x∗ = 0 niezale»ny od warto±ci r

r > 0 - trzy punkty staªe x∗ = ±
√

r oraz x∗ = 0

r = 0 - jeden punkt staªy x∗ = 0

r < 0 - jeden punkt staªy x∗ = 0

Stabilno±¢ punktów staªych
f ′(x) = r − 3x2

f ′(0) = r , stabilny dla r < 0 i niestabilny dla r > 0

r > 0⇒ f ′(±
√

r) = −2r < 0: punkt stabilny

r = 0⇒ f ′(0) = 0: stabilno±¢ "mieszana" b¡d¹ nieokre±lona

r < 0⇒ f ′(0) < 0 wi¦c x∗ = 0 stabilny
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

superkrytyczna bifurkacja widelcowa

DIAGRAM BIFURKACYJNY
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

superkrytyczna bifurkacja widelcowa

DIAGRAM FAZOWY
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

"pitchfork bifurcation"

Subkrytyczna bifurkacja widelcowa: ẋ = rx + x3

(obecno±¢ czªonów nieliniowych destabilizuje ukªad)
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
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Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

"pitchfork bifurcation"

Subkrytyczna bifurkacja widelcowa

diagram fazowy
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Bifurkacja siodªo-w¦zeª
Konwencja gra�czna
Przykªady
Bifurkacja transkrytyczna
Bifurkacja widelcowa

PODSUMOWANIE

w ukªadach rzeczywistych obecno±¢ czªonów nieliniowych jest

oczekiwana (niemal oczywista!)

spróbujmy przeanalizowa¢ ẋ = rx + x3 − x5

koegzystencja dwóch ró»nych stanów stabilnych
warunki pocz¡tkowe x0 decyduj¡ o tym, do którego punktu stacjonarnego zmierzaj¡
rozwiazania

punkt x = 0 jest lokalnie, ale nie globalnie stabilny...
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