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Zªe dobrego pocz¡tki...

Posta¢ ogólna równania rz¦du pierwszego f (t, x , dx
dt

) = 0.

je±li daje si¦ rozwi¡za¢ ze wzgl¦du na pierwsza pochodn¡, to
dx
dt

= f (x , t)

powy»sze mo»na przedstawic jako P(t, x)dt + Q(t, x)dx = 0

rozwi¡zaniem w pewnym przedziale I nazywamy funkcj¦
rózniczkowaln¡ x = φ(t) tak¡, »e po jej podstawieniu do
jednego z równa« jak wy»ej, przechodzi ono w to»samo±¢

je±li np. φ(t, x ,C ) speªnia równanie dx
dt

= f (x , t), to φ jest
rozwi¡zaniem (caªk¡) ogóln¡ tego równania

dla konkretnego warunku poczatkowego rozwi¡zanie to
przechodzi w caªk¦ szczególn¡...
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ukªady 1-dim

Podej±cie geometryczne

rozwi¡zaniu ogólnemu odpowiada "potok fazowy", z którego
dla konkretnej warto±ci staªej C (warunki pocz¡tkowe!)
wybieramy pewna krzyw¡ caªkowa

zagadnienie Cauchy'ego - znajdowanie rozwiazania x = φ(t)
speªniajacego warunek pocz¡tkowy φ(t0) = x0

przez dowolny punkt krzywej calkowej mozemy przeprowadzi¢
prosta, która nachylona jest do osi 0X pod k¡tem
arctg(f (t, x)). Zatem równanie ró»niczkowe okresla zbiór
kierunkow stycznych

pole kierunków stycznych: przyporz¡dkowanie ka»demu z
kierunków wektora (strzaªki)
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ukªady 1-dim

Podej±cie geometryczne

punkty ekstremalne równania dx
dt

= f (t, x). Je±li rozwi¡zanie
jawne x = φ(t) speªnia to równanie, w punktach
ekstremalnych mamy dφ

dt
= f (t, φ(t)) = 0, lub inaczej

f (t, x) = 0

niech t0 oznacza odci¦t¦ ekstremum - wówczas mówimy o
maksimum, je±li φ”(t0) < 0 oraz o minimum, jesli φ”(t0) > 0

ukªady autonomiczne: funkcja f (x) nie zale»y explicite od
czasu

dla ukªadów autonomicznych: punkty staªe wyznaczane przez
x(t) = x∗, t ∈ R s¡ (staªymi, tj. niezale»nymi od czasu)
rozwi¡zaniami ẋ = f (x) przy warunku x(0) = x∗

inaczej : punkty "równowagi"
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ukªady 1-dim

O u»yteczno±ci analizy gra�cznej

rozwa»my równanie nieliniowe ẋ = sin x ; niech t oznacza czas,
a ẋ pr¦dko±¢ wyimaginowanej cz¡steczki, która przyjmuje
poªo»enie x

potok fazowy "porusza" si¦ w prawo je±li sin(x) > 0 (dodatnia
pr¦dko±¢) i w lewo, gdy sin x < 0 (pr¦dko±¢ ujemna)

punkty staªe x∗ = kπ wyznaczone z równania ẋ = 0

rozpatrzmy punkty stabilne i niestabilne
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Rozwi¡zanie analityczne dt = dx
sin x dostajemy przez scaªkowanie

t + C = − log |1+cos x
sin x |. St¡d je±li

x(0) = x0, (1)

to

C = − log |1 + cos x0
sin x0

|, (2)

albo inaczej

t = log
∣∣∣∣ [1 + cos(x0)] sin(x)

sin(x0)[1 + cos(x)]

∣∣∣∣ (3)

Z warunkiem x0 = π/3 znajdujemy, »e x(t) dla t = 12 speªnia

log
∣∣∣∣ [1 + cos(π/3)] sin(x)

sin(π/3)[1 + cos(x)]

∣∣∣∣ = 12 (4)
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Zachowania asymptotyczne

Zachowanie "trajektorii" potoku

ẋ = sin x dla 0 ¬ t ¬ 10, zwró¢

uwag¦ na ró»nice w warunkach

pocz¡tkowych

Ewa Gudowska-Nowak Wst¦p do teorii ukªadów dynamicznych



Wprowadzenie
Podej±cie geometryczne

Analiza gra�czna
Jednoznaczno±¢ rozwi¡za«

Stabilno±¢-doprecyzowanie...
Podsumowanie

Przykªady

Gra�czna analiza jako±ciowa
Trajektoria x(t)
Zachowania asymptotyczne

Punkt materialny rozpoczyna ewolucj¦ z pozycji x0 = π/4 i porusza
si¦ coraz szybciej w prawo, a» do osi¡gni¦cia x = π/2 (maksimum
funkcji sin x). Po przej±ciu przez ten punkt, "ruch" zostaje
zwolniony i zmierza do staªego punktu stabilnego x = π.
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Istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« ???

Je±li f (x) oraz f ′(x) s¡ ci¡gªe na pewnym otwartym przedziale
I osi x oraz punkt pocz¡tkowy x0 ∈ I , wówczas zagadnienie
Cauchy'ego ma rozwi¡zanie w pewnym otoczeniu (−τ, τ)
wokóª t = 0 i jest ono jednoznaczne. Innymi sªowy: istnienie i
jednoznaczno±¢ rozwi¡za« gwarantowane s¡ przez dostatecznie
gªadkie funkcje f (x).

Przykªad: niejednoznaczno±¢ w rozwi¡zaniu ẋ = x1/3 przy
warunku pocz¡tkowym x0 = 0. Poza rozwi¡zaniem trywialnym
x(t) = 0,∀t, istnieje tak»e rozwi¡zanie 3

2x
2/3 = t + C , które

dla x0 = 0 wymusza C = 0

pole wektorowe jest NIESTABILNE w punkcie x∗ = 0,
nachylenie f ′(0) jest NIESKO�CZONE)
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Istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za«
Przykªad zachowania patologicznego

ẋ = x1/3 z warunkiem pocz¡tkowym x(0) = 0
punkty staªe f (x) = 0⇒ x∗ = 0
niejednoznaczno±¢: x(t) = 0 lub x(t) = (2t/3)3/2 s¡
rozwi¡zaniami tego samego równania przy identycznym
warunku pocz¡tkowym...
punkt x∗ jest "patologicznie" niestabilny (f ′(0)→∞)
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De�nicje
Stwierdzenie stabilno±ci

De�nicja stabilno±ci

de�nicje

Punkt staªy x∗ jest

przyci¡gaj¡cy, je±li istnieje δ > 0 taka, »e dla dowolnych
punktów startowych x0 z otoczenia x∗: |x0 − x∗| ¬ δ zachodzi
limt→∞ |x(t)− x∗| = 0

asymptotycznie stabilny, je±li jest stabilny i przyciagaj¡cy

Uwaga: istniej¡ przykªady punktów stabilnych, które nie s¡
przyciagajace. Podobnie, niektóre staªe punkty przyci¡gaj¡ce mog¡
by¢ niestabilne
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Jak stwierdzi¢ stabilno±¢?

Twierdzenie

Je±li funkcja f (x) jest ró»niczkowalna w punkcie x∗ potoku
ẋ = f (x), wówczas punkt x∗ jest

stabilny (inaczej: "atraktor", "punkt przyci¡gaj¡cy", "zlew"),
je±li f ′(x∗) < 0

niestabilny (inaczej "repelent", "punkt odpychaj¡cy"'
"¹ródªo"), je±li f ′(x∗) > 0
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Portret fazowy

dla 1-dim ukladu rozwa»ali±my zachowanie wyimaginowanego
"pªynu fazowego" przemieszczaj¡cego si¦ wzdªu» osi
rzeczywistych warto±ci x

znalezienie rozwi¡zania ẋ = f (x) sprowadza si¦ do obserwacji
ewolucji czasowej punktu fazowego rozpoczynaj¡cego ruch w
x0 i pod¡»aj¡cego zgodnie z kierunkiem pªywu potoku
fazowego

analiza gra�czna: podanie x(t)⇔ okre±lenie trajektorii

portret fazowy - reprezentacja wszystkich mo»liwych i
jako±ciowo ró»nych trajektorii ukªadu
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Model Verhulsta (1804-1849)
Stabilno±¢ i potencjaª

Przykªad portretu fazowego ẋ = x
2 − 1

η(t) = x(t)− x∗ ⇒ η̇ = ẋ

η̇ = f (x) = f (x∗ + η) =
f (x∗) + ηf ′(x∗) +O(η2)
Poniewa» f (x∗) = 0, wi¦c η̇ ≈ ηf ′(x∗)
Zaburzenia η(t) rosn¡ lub zanikaj¡

eksponencjalnie:

η(t) = const × exp(f ′(x∗)t) punkty staªe:

ẋ = 0⇒ (x∗ + 1)(x∗ − 1) = 0,

zatem x∗ ± 1

stabilno±¢ okre±lamy na podstawie

szkicu pola wektorowego

de�nicja stabilno±ci punktów

równowagowych bazuje na okre±leniu

zachowania punktu staªego pod

wpªywem niewielkich "zaburze«".

St¡d x∗ = −1 jest lokalnie ale nie

globalnie stabilny
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Model Verhulsta (1804-1849)
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Modele wzrostu populacji

Równanie Verhulsta jest przykªadem ci¡gªego rownania
logistycznego:

Ṅ = rN(1− N
α ) = f (N)

N(t) oznacza liczebno±¢ populacji w czasie t, r jest szybko±ci¡
namna»ania si¦ osobników (r > 0), α wyznacza górn¡ granic¦
wzrostu (pojemno±¢ populacji).
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α→∞⇒ N(t) ∝ ert - populacja

wzrasta nieograniczenie

stabilny punkt równowagi dla

N = K : maªe odst¦pstwa od N = α
gasn¡ i N(t)→ α dla t →∞
niestabilny punkt równowagi N = 0:

maªe zaburzenia rosn¡

eksponencjalnie szybko oddalaj¡c sie

od N = 0
Funkcja f (N) dla r = 1 oraz α = 10.

Stany stacjonarne N∗ = 0, α
f ′(N) = r − 2rN

α
= r > 0 dla N∗ = 0 oraz

f ′(N = α) = −r .
Wniosek: N∗ = α - punkt stabilny,

N∗ = 0 - punkt niestabilny.
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Model Verhulsta (1804-1849)
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Portret fazowy, trajektoria, rozwi¡zanie...

Rozwi¡zania analityczne modelu Verhulsta N(t) dla ró»nych warto±ci pocz¡tkowych N(0) = N0.
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Rozwi¡zanie analityczne Ṅ = rN(1− N/α)

Separacja zmiennych:

Ṅ

N(1− N/α)
=

Ṅ

N
+

Ṅ

(α− N)
= r

Po scaªkowaniu dostajemy

log(|N|)− log(|α− N|) = rt + C

lub
|N|/|α− N| = C ′ert

sk¡d, po ustaleniu N0 = N(0)⇒ C ′ = N0/(α− N0),

N(t) =
αN0

N0 + (α− N0) exp(−rt)
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Model Verhulsta (1804-1849)
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Lu¹ne uwagi i obserwacje...

W przypadku 1-dim pól wektorowych zde�niowanych na R,
dynamika ukªadów jest zdominowana obecno±ci¡ punktów
stacjonarnych (trajektorie albo zbiegaja sie do tych punktów,
albo rozje»d»aj¡ do ∓∞)

Inaczej: w trakcie ewolucji punkty fazowe nie zmieniaj¡
kierunku (na przeciwny) - trajektorie mog¡ jedynie
monotonicznie wzrasta¢, male¢ b¡d¹ pozosta¢ staªe

Zmierzanie do stanów stacjonarnych jest monotoniczne

W ukªadach 1-dim niemo»liwe s¡ rozwi¡zania periodyczne
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Model Verhulsta (1804-1849)
Stabilno±¢ i potencjaª

Analiza potencjaªu

De�nicja

Funkcja V (x): < → < nazywana jest potencjaªem, je±li potok
ẋ = f (x) zadany jest przez f = −dV

dx
.

Zauwa»my »e:
dV (x)
dt

= dV
dx

dx
dt

= −f 2(x)
czyli V (x(t)) maleje wzdªu» trajektorii
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Analiza potencjaªu

Twierdzenie

Je±li V (x) jest potencjaªem potoku ẋ = f (x) , to

V (x(t)) jest nierosn¡ca wzdªu» rozwi¡za«

punkt x∗ jest lokalnym minimum V ⇔ x∗ jest stabilnym
punktem stacjonarnym

punkt x∗ jest lokalnym maksimum V ⇔ x∗ jest niestabilnym
punktem stacjonarnym

Wniosek: stabilno±¢ punktów stacjonarnych przeksztaªcenia f (x)
mo»e by¢ odczytana z gra�cznego obrazu potencjaªu V (x)
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Model Verhulsta (1804-1849)
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Analiza potencjaªu

Przykªad potencjaªu "dwudoªkowego".

O ukªadzie tym mówimy, »e jest dwustabilny (posiada dwa stabilne stany "równowagowe").
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Model Verhulsta (1804-1849)
Stabilno±¢ i potencjaª

mẍ = F (x)− γẋ
sprowadza si¦ do ukªadu równa« ró»niczkowych zwyczajnych
(pierwszego rz¦du):

ẋ = v

v̇ = m−1F (x)− γm−1v
je±li tªumienie jest mocne (γẋ >> mẍ)
to v̇ ≈ 0, co w konsekwencji prowadzi do ẋ = γ−1F (x) = f (x)
dla czasów dªu»szych od czasu dochodzenia v(t)
do warto±ci stacjonarnej v∗ (t >> 1/γ)

zakªadamy, »e "siªy" F (x) maj¡ pochodzenie potencjalne...
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