Statystyka
nieoddziatywujqcych
gazéw Bosego:
kondensacja Bosego-
Einsteina



Silnie zwyrodniaty gaz bozondw o0 niezerowej
masie spoczynkowej

Gdy liczba czgstek nie jest zachowywana, termo-
dynamika nieoddziatywujacych bozonow jest bardzo

prosta bo znika potencjat chemiczny (patrz termody-
namika fotonow )

Jednak w uktadzie z ustalona liczba czastek

(w naszym przypadku - ,Sredniej liczby czastek”)
ten, jakby sie wydawato ‘niewinny formalizm’
prowadzi do niezwyktych przewidywan, nie majacych
odpowiednikow dla fermionow, czy fizyki klasycznej.



Zalozmy, ze degeneracja zwiazana ze spinem wynosi

gle,) =0 = 25 + 1 (s : spin bosonu).
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Zatem przy zatozeniu Cin = U dostajemy dla bosonow

(=70 zawsze!




PRZYPOMNIENIE zliczania standw w przypadku
gesto potozonych poziomdw energetycznych
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lzie © = V/N jest srednia objetoscia na czastke, a Ap = ﬁ ma wymiar dlugosci i
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moze by¢ interpretowana jako kwantowo-mechaniczna dingosc fali czastki o energii kine-

tycznej kgT ({E = ﬁ;i’f = kgT, X = 2n/k} = M o k2 x h?/2mmkgT ) - lub

temperaturowe rozmycie pakietu falowego. Stad
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co oznacza. ze dla gazu niezwyrodnialego (w obszarze klasycznym) srednie rozmycie

pakietu falowego musi by¢ mniejsze niz srednia odlegtosé miedzy czastkami.




Dyskusja wzoru na £
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Wygodnig odnies¢ si¢ do jednostek atomowych

i i e
MZ m/m,, m, = 1.672 x 107**g - masa protonu. wtedy

Ap = L.75/ v MT [nm| (T w Kelwinach)



A = 1L.75/ vV MT [nm] (T w Kelwinach)

gaz w warunkach normalnych: T ~ 300K, p ~ 1 Atm — V/N ~ 37nm?.
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elektrony w tych samych warunkach: biorac M ~ 1073, © = (0.25nm)*. otrzy-

mamy &g ~ % ~ 10%. Stad wynika. ze elektrony w temperaturach pokojowych

sa gazem silnie zwyrodnialym i nie mozna zaniedbad¢ efektow kwantowych.




Poprawki od statystyk kwantowych

Jesli £ £ 1, wtedy trzeba liczyé wielkosel termodynamiczne z uwzglednieniem statystyk
kwantowveh, W tym celn musimy najpierw wyliczyd potencjal chemiczny g lub. rownowaznie,

£ = e Tutaj wyznaczymy € jako rozwiniecie wokol &. Nasza formula startowa bedzie,

jak poprzednio, wyrazenie na srednia liczbe czastek w uktadzie
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rozwijamy wyrazenie w szereg w £ wokol £ = 0;
rachunki prowadzimy zakladajac gesto roztozone poziomy
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Pamigtajac, ze & = = G otrzymamy

Szereg powyzszy mozna odwrocié wyraz po wyrazie? wokol &€ = & = 0, co prowadzi do?
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Ponadto ostatnim razem pokazadimy, ze dla nierelatywistycznych bozonow i
fermiondéw zachodzi

V QF
WV = =B
PY=3

Uwaga 1 Wynik powyzszy jest konsystentny z rownaniami dla klasyeznego gazu doskonalego!:

pV = NkgT', E = g_f\-"k gT. Jednak w przypadku kwantowym zardowno F jak i p

zaleza przez potencjal chemiczny w nietrywialny sposob od gestosci 1 temperatury.

Uwaga 2 W przypadkn nltrarelatyvwistyeznym (np. dla fotondw)

. 2 . 1

Przejdziemy obecnie do przyblizonyceh rachunkow dla fermionow i bosonow




Znajac i (= &) mozemy wyliczve pozostate funkcje termodynamiczne.

Na przvktad

—=2 = —E(V,T,p)=pV =kgT'lnzZg = ifs’ﬂTz In (1 -+ Ef’_mr)

klasyveczna

T poprawkl kwantowe
warkosc
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wyprowadzenie
w dodatku



Otrzymalismy bardzo wazny wynik

pV' =~ NEkpT[l£0.177& + .. ] odzie + odnosi sie do fermionow
— odnosi sie do bosonow
F— 3;}1-*' (klasyeznie U = U{T)!: kwantowo U(T, V).
whnioskKi

Cisnienie 1 energia wewnetrzna dla fermiondw sa wieksze niz ich wartosci klasy-
czne. Mamy wiec cos w rodzaju efektyvwnego "kwantowego” odpychania w gazie

nieoddzialywujacych fermiondw. Jest to zwiazane z zakazem Pauliego.

Bosony zachowuja sie inaczej. Cisnienie i energia wewnetrzna sa tutaj mniejsze

niz ich wartosei klasyezne. Mamy zatem efektywne "kwantowe” przyveiaganie w




gazie nieoddzialywujacych bosonow. W przypadku edy £ — 1 (dla bosonow £ nie

i

moze by¢ wieksze od 1, bo szereg nie bylby zbiezny) przyciaganie to prowadzi do

kondensacji Bosego-Einsteina.,

Efekty powyzsze mozna latwo pomierzy¢ wyznaczajac p(V.T). Dla lekkich sazdw

takich jak neon czy argon poprawki te w niskich temperaturach sa miedzy 15% a 4%.

Dla cieklego helu i statego wodoru w niskich temperaturach (ok. 2K) rozwiniecie wokol
£ = 0 jest rozbiezne. Zatem gdy efekty kwantowe sa duze nie wystarczy liczvé poprawek do
funkeji klasyeznveh. Stosuje sie wtedy rozwiniecie asymptotyezne wokot T"= 0. Rachunki

sa trudne ze wzgledu na koniecznosé wyznaczenia potencjatu chemicznego.




Potencjal chemiczny wyliczvmy, jak zwykle, z warunku na N:
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Stad wnioskujemy. ze jesli dla danego ukladn znajdziemy dodatnia temperature Ty dla

ktorej u{Ty) =0, wtedy p = 0 dla wszystkich temperatur T" < Tj.

...potencjat chemiczny rosnie z malejaca temperatura...

o




[stotnie, taka temperatura Ty istnieje i mozna ja wyznaczyé kladac p = 0 we wzorze
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Jak wezesniej ustalilismy p = 0 dla T, > 0 oznacza p = 0 ¥T < T,. Lecz przy T < Ty,

warunek na N moze by¢ spelniony tylko dla mniejszej liczby czastek
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Srednia liczba czasteczek zachowana - réznica
miedzy N i N* obsadza stan podstawowy.

0




1 Dla bozondow zawsze:
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Zatem n moze byc¢ dowolnie duze
jesli réznica 59 -u=0 1
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W szezegolnosci nleg) moze bye rzedn O(N ), gdy Bleg—p) ~ Of N=13
Jest to odzwierciedleniem faktu. ze nic nie stoi na przeszkodzie
abv wszystkie bosony byvly w stanie o minimum energii. Dla bosonow nie ma bowiem za-
sady wykluezania jak w przyvpadku fermionow. Z drugiej strony. w przyblizeniu ciaghym,

przvezvnek do N wokot stanu podstawowego jest rzedu:
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— : T > Tn
N, .
1 mamy przejscie fazowe
dla T=T,

(to przejscie nazywa sie
kondensacjgq Bosego
Einsteina)

T/,

Jest to ‘'’kondensacja’” molekut w stanie podstawowym o
pedzie k=0
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Obsadzenia poziomow w f-cji energii
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Energia wewnetrzna

E EU=\Z]{ n(eg) €k
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Przyczynek daja jedynie czastki o energii > 0

2 oV 5 3/2 *® el/2 4
m e €
h3 ( ) 0 ale-p) B - 1

oo X3f2

2 3/2 kT5f2 d
(2m)*% (ky )2 | ———— dx

2 oV
h3

~ VT2 (dlaT = Tp)




Rownanie stanu
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czastki o zerowym pedzie
nie wywieraja cisnienia; przy
sprezaniu wiecej czastek

p ~ V -5/3 przechodzi do stanu
0 podstawowego.
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KBE jest przejsciem I-szego rodzaju

dp _

— r. Clapeyrona > |
( d )Wzdk') % krz. wspot. To AV ( PeY )

= AH £0

Jest to dosyc¢ niezwykte przejscie fazowe I-szego
Rodzaju - uktad ma jednorodng makroskopowg
gestosc, a nie dwie rozne gestosci jak np.

dla cieczy i gazu

Kondensacja zachodzi w przestrzeni pedow:
wszystkie czgsteczki kondensatu majq zerowy ped.




Ciepto wiasciwe
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Zatem w cieple wtasciwym mamy ostrze
w temperaturze T = Ty



KBE - przewidziana byta przez Einsteina w 1924,
warunkiem istnienia kondensatu jest, aby temperaturo-
wa diugosc fali de Brogli‘a byta porownywalna z odlegtos-

ciami miedzyatomowymi
A

Cv
Nkg
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Granica klasyczna
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Nadptynnoéé w cieklym helu *He
ma zwiqzek z KBE

eDla T =4.22K *He staje sie cieczg

eDla Ty = 2.17 ‘He staje sie nadciekty
el ondon w 1938 zaproponowat, ze nadciektosc to KBE

Z modelu nieoddziatywujgcych bosonow
To = 3.15K

Stan nadciekty jest daleki od stanu nieoddz.
bosonow, frakcja nadciekta nie dgzy do 100%,
a stabilizuje sie wokot znacznie mniejszych
wartosci (~10%)



32 |KBE

A : Ciekty hel:
= Przejscie A
eLogarytmiczna rozbieznos¢
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W 1995 dowiedziono istnienia KBE (E. Cornell, National Institute of
Standards and Technology, Boulder, Colorado)
dla ultrazimnego gazu atomow rubidu o matej

gestosci, zamknietych w atomowych putapkach. Analogiczny
eksperyment dla atomow Li wykonano w Houston (R. Hullet,
Rice University, Houston, Texas)

M =87 jm
To = 8.57 %10°°

O
srednia odlegto §é¢ = 46416 A



