Katenoida

Rozwazmy banke mydlana rozpieta na dwoch wspodlosiowych okregach o row-
nych promieniach Ry = Ry = R odleglych od siebie o 2h. Zjawisko napiecia
powierzchniowego powoduje, ze ksztalt banki mydlanej dazy do stanu o jak
najmniejszym polu powierzchni. Stan taki bedzie charakteryzowal sie osiowa
symetrig wzgledem wspdélnej osi okregow, stanem réwnowagi banki mydlanej
bedzie wigc powierzchnia o symetrii osiowej. Pole powierzchni brylty o symetrii
osiowej o profilu zadanym funkcja r = f(z) gdzie z € [—h, h] oraz f(—h) = R i
f(h) = R (ktéra to powierzchnie bedziemy dalej nazywaé A) dane jest wzorem

h
S(f) :2w[h JIE FGRRf(2)dz. (1)

Powierzchnie obrotowa zadana przez funkcje f(z) mozna narysowaé uzywajac
funkcji RevolutionPlot3D (nalezy odpowiednio ustawi¢ o$ obrotu uzywajac
opcji RevolutionAxis).

Warunek konieczny na to, by A miala najmniejsze pole powierzchni jest
réwnowazny spelnieniu przez f nastepujacego réwnania rézniczkowego

(@) f(2) = f(2)? = 1. (2)

Warunek ten mozna (ale nie trzeba!) wyprowadzié¢ z wariacji pola powierzchni
(1) korzystajac z funkcji EulerEquations i odpowiednio upraszczajac wynik.

Ogolnym rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja fe.,(z) = L cosh((z —
z0)/c), prosz¢ sprawdzi¢ to podstawiajac f. ., do (2) za pomoca instrukcji ->
lub :>. Powierzchnia obrotowa o profilu f. ., nazywana jest katenoida.

W naszym przypadku zyp = 0 bo oba piericienie rozlozone sa symetrycznie
wzgledem z = 0 dalej wiec przyjmiemy notacje f, = f. 0. Korzystajac z warunku
fe(h) = R prosze wyprowadzi¢ wzér na h(c) (od tego miejsca, dla uproszczenia,
prosze zalozy¢ R = 1) i narysowaé te zalezno$é (jaka jest dziedzina ¢?). Czy
dla kazdego h, odpowiadajacego rozsunieciu pierscieni, istnieje rozwiazanie (2)
takie, ze f.(h) = R?

Prosze uzy¢ funkcji Manipulate i Plot aby zobrazowaé jak zmienia sie f.(z)
w zaleznosci od c. Prosze zawezié wykres do obszaru (z,y) € [—1,1] x [0, 1]
(opcja PlotRegion).

Uzywajac funkcji NMaximize prosze znalezé krytyczne wartosci h(c), czyli
takiego herit = h(cerit) dla ktorego istnieje tylko jeden profil barki.

Prosze zaimplementowaé funkcje c1[H] i c2[H], ktére dla zadanego H <
herit zwracaja takie ¢; < ceig < c2 ze h(c1) = h(c2) = H. Funkcje c1[H]
powinna numerycznie rozwiazywaé réwnanie h(c) = H przy warunku ¢ < cerig
uzywajac metody FindRoot. Prosze sprawdzi¢ w pliku pomocy Mathematici jak
zawezi¢ dziedzing FindRoot.



Prosze narysowaé¢ wykres pola powierzchni S(f.) w zaleznosci od h (naj-
latwiej uzy¢ do tego polecenia ParametricPlot pamietajac, ze h = h(c)). Na
tym samym wykresie prosze narysowaé¢ sume pél powierzchni odpowiadajacych
dwom kotom o promieniu R = 1 rozpietych na pierscieniach.

Nalezy zaznaczy¢, ze sposréd dwéch mozliwych katenoid opisujacych ksztalt
banki mydlanej tylko ta o mniejszym polu powierzchni (t.j. ¢ > ceit) jest sta-
bilna. Katenoida dla ¢ < cqi¢ jest niestabilna, a konkretnie istnieje doktadnie
jeden rodzaj zaburzenia jej profilu, ktéry zmniejsza jej powierzchnie (jeden mod
niestabilny).



