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24. Obliczýc wariacyjnie energię wiązania pary Coopera w formaliźmie II kwantowania.
W tym celu rozwȧzyć hamiltonian

HCooper =
∑

kσ

ǫkc
†
kσckσ +

∑

kk′

Vkk′c
†
k↑c

†
−k↓c−k′↓ck′↑, (14)

gdzie potencjał parujący przyjęto w postaci:

Vkk′ = −V θ(~ωD − |ǫk − ǫF |)θ(~ωD − |ǫk′ − ǫF |),

(V > 0, ωD - częstósć Debye’a drgán sieci).

25. Rozwȧzyć zredukowany Hamiltonian BCS o postaci identycznej (w II kwantowaniu!)
jak HCooper (14).

a) Pokazác, że Hamiltonian BCS komutuje z operatorem całkowitej liczbycząstek
N̂ =

∑

kσ c
†
kσckσ:

[

HCooper, N̂
]

= 0.

Następnie wprowadzić operator unitarnyU = eiφN̂ i wykazác niezmienniczósć
hamiltonianu BCS względem globalnej transformacji cechowania:

H′
Cooper = U †HCooperU = HCooper. (15)

b) Pokazác, że globalna transformacja cechowania (15) jest równoważna transforma-
cji operatorów anihilacji:

c′kσ = eiφckσ

i odpowiedniej transformacji operatorów kreacji. Jak będą się transformowác
wartósci średnie operatorów zbudowanych zm operatorów kreacji in operatorów
anihilacji

〈 c† . . . c†
︸ ︷︷ ︸

m

c . . . c
︸ ︷︷ ︸

n

〉 ?

26. a) Wyprowadzíc średniopolową postać Hamiltonianu BCS:

HBCS =
∑

kσ

ǫ̃kc
†
kσckσ +

∑

k

[
(

∆kc
†
k↑c

†
−k↓ + ∆∗

k
c−k↓ck↑

)

−
|∆k|

2

V

]

, (16)

gdzie
∆k =

∑

k′

Vkk′ 〈c−k′↓ck′↑〉 = −V
∑

k′

〈c−k′↓ck′↑〉 . (17)

Korzystając z wyników poprzedniego zadania pokazać, że Hamiltonian (16) łamie
globalną symetrię cechowania (15). Jak będzie się transformowác ∆k ?



b) Wykonác transformację Bogoliubova:

(
ck↑

c
†
−k↓

)

=

(
cos ϑk sin ϑk

− sin ϑk cos ϑk

) (
αk↑

α
†
−k↓

)

Hamiltonianu (16) i pokazác, że warunek

αkσ |Ψ0〉 = 0 ∀kσ,

gdzie|Ψ0〉 jest stanem podstawowym, prowadzi do równania:

tan 2ϑk =
∆k

ǫ̃k
.

c) Następnie zapisać definicję przerwy (17) za pomocą kątów mieszania:

∆k =
1

2

∑

k′

Vkk′ sin 2ϑk

i wyprowadzíc równanie samouzgodnione na przerwę:

∆k =
1

2

∑

k′

Vkk′

∆k′

Ek′

, (18)

gdzieEk =
√

ǫ̃2
k

+ ∆k.

d) Rozwiązác równanie (18) dla przypadku Hamiltonianu zredukowanego BCS, tj.
dokonác przybli̇zenia:

∑

k

→

∫

dωN (ω) ≈ N (0)

∫
~ωD

−~ωD

dω.

W granicyV N (0) ≪ 1 izotropowa przerwa energetyczna BCS ma wartość:

∆ = 2~ωDe−1/V N (0).


