ZADANIA Z ALGEBRY (KURS B)
Zestaw V - na 111 18.05.2005

Na najblizszych ¢wiczeniach odbedzie sig krotkie (okoto 30 minut) kolokwium z zagadnien
rachunku macierzowego i uktadéw réwnah liniowych. Prosze powt6rzy¢ metody obliczania
wyznacznikow i rzedu macierzy, wzory Cramera i twierdzenie Kroneckera—Cappellego.

1. Mostowski i Stark, rozdziat V §3.1, zad. 1 i 2 oraz §3.2, zad. 1 i 2. Prosze takze
wymysli¢ po 2 przyktady uktadéw jednorodnychz m < nim > n.

2. Podac warunki rozwigzywalnosci uktadu réwnan:
axx=b, a-x=c,

gdzie a, b oraz x sg wektorami w przestrzeni tréjwymiarowej za$ ¢ parametrem rzeczy-
wistym. Podac interpretacje geometryczna zadania.

3. Macierz kombinatoryczna (a,;), Vandermonda (b;;) i Cauchy’ego (c;;) sa zdefiniowane
nastepujaco: a;; = xd;; +y, b;; = x; (z; do potegi i—tej), oraz c;; = 1/(x; + y;).

a) Pokaza€, ze wyznaczniki tych macierzy wynoszg, odpowiednio:
o a+ny), [ 2 I @), ] @—=)@-w)/ [] @tz
Ijsn 1<i<g<n 1<i<j<n 1<i,j<n

b) PokazaC, ze macierz odwrotna do macierzy kombinatorycznej dana jest wzorem:
(@™ )ij = (55(z + ny) — y)/z(z + ny).

c) PokazaC, ze jeSli w macierzy Vandermonda za x; podstawimy j-ty pierwiastek
zespolony z 1, to otrzymamy macierz proporcjonalna do unitarnej.

4. Udowodni¢, ze wyznacznik macierzy cyklicznej

ay Q1 Gy -+ Gp_ 1
det an:_l a:o a:l an:_Z = @(e1)p(e) - .. p(€n),
o1 a4y a4y - ag
gdzie p(2) = ap + a1z + ...+ an_12" 1, zaS €1, €9, . . ., €, S3 kolejnymi pierwiastkami

n—tego stopnia z 1. Wskazéwka: pomnozy¢ macierz cykliczng przez macierz Vander-
monda, rozwazang w poprzednim zadaniu, i skorzysta¢ z twierdzenia Cauchy’ego.

5. Korzystajac z wyniku i rachunkéw poSrednich w poprzednim zadaniu, znalez¢ wektory
wiasne i wartosci whasne: (a) macierzy cyklicznej, w ktorej ay = «, a; = a, 1 = S,
zaSay = ... = a, o = 0, oraz (b) macierzy kombinatoryczne;j.

6. Znalezt wektory wiasne i wartosci wiasne ogolnej macierzy cyklicznej. Jaki warunek
muszg spetniaC wspotczynniki ay . . . a,, 1 aby wartosci whasne macierzy cyklicznej byty
rzeczywiste? Pokazac, ze wszystkie, z wyjatkiem co najwyzej dwdch, wartoSci whasne
sg wowczas podwadjnie zdegenerowane i wykorzystac ten fakt do przedstawienia wek-
torow wiasnych w reprezentacji rzeczywiste;j.



