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Twierdzenie Eulera (teoria liczb)

Z Wikipedii, wolnej encyklopedii

Twierdzenie Eulera o liczbach wzglednie pierwszych to twierdzenie teorii liczb, ktére méwi, co nastgpuje:
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Tres¢ twierdzenia

Jezelim € Z, ia € 7, sa liczbami wzglednie pierwszymi, to m dzieli liczbg a®m — 1, gdzie @(m) oznacza
wartos¢ funkcji Eulera, czyli liczbg tych liczb calkowitych dodatnich mniejszych od m, ktére sa z m
wzglednie pierwsze.

Innymi stowy, zachowujac powyzsze oznaczenia, a*’(’”] = 1 (mod m)-

Stabsza wersja tego twierdzenia jest mate twierdzenie Fermata.

Przykiad

Mamy ¢(10) = 4 — np. liczby 7,21,133 sa wzglednie pierwsze z 10 (7 jest liczba pierwsza,
21=3-7,133=7-19,10 = 2 - 5), dlatego tez liczby 7* - 1, 133* = 1, 21* - 1, itd. sa podzielne
przez 10.

Dowod!!
Niechm € Zyiaq € ZorazNWD(m,a) = 1.

Jezelim =1, to o(m) =1, a wigc a®"m = q. Oczywiscie 1 | a — 1. Zatem dla m = 1 twierdzenie jest
prawdziwe.

Niech teraz m > 1.

Przez A oznaczmy zbior { P1y P2y -y Po(m) } liczb nalezacych do Z , pierwszych wzgledem m i
mniejszych lub réwnych m.

Niech dla kazdego k € {1, 2, ..., @w(m)}, rk oznacza resztg z dzielenia liczby api przez m.

Niech B = {7y, 79, ..., Tp(m) }-
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Udowodnimy, ze A = B. W tym celu wystarczy pokazac, ze:

1. dla kazdej liczby ri, gdzie k € {1, 2,..., g;v(m_) }» zachodzi 0 < 7y, < m i rg jest wzglednie
pierwsza wzgledem m (czyli B C A),

2. funkcja f: A — B opisana wzorem f(pk) = rk, gdzie k = 1, 2, ..., p(m), jest réznowartoéciowa
(wtedy zbiory A i B bytyby rownoliczne, gdyz f jest z definicji suriekcja),

bowiem zbiory A i B sa skonczone (a wigc nie moga by¢ réwnoliczne ze swoimi podzbiorami wlasciwymi).
Liczby ri sa resztami z dzielenia przez m, wigc sa wigksze lub réwne 0 i mniejsze od m.

Jest tez oczywiscie zawsze: 1y, = apy, (mod m), awige: (1) rek=apk+muedlak =1, 2, ..., Q(m)i
ty € Z.

Poniewaz zaréwno py jak i a sa wzglednie pierwsze wzgledem m, to réwniez api ma ta wlasnos$¢. Zalézmy,
ze pewna liczba calkowita d dzieli zar6wno rg jak i m. Ze wzoru (1) wynika, ze d musi by¢ réwne 1, a wigc rg
i m musza by¢ wzglednie pierwsze. Stad tez 1, # (), co koficzy dow6d whasnosci 1.

Zat6zmy teraz, ze dla pewnej pary (k, 1) € {1, 2. ... @(m) }2 takiej, ze k # [, zachodzi f(pk) = f(p).
Byloby wtedy apy, = ap; (mod m), a wigc, poniewaz a # () jako liczba wzglednie pierwsza
wzglgdem m, byloby tez wtedy p,. = py (mod m), co jest niemozliwe, skoro P, Pisa réznymi
liczbami catkowitymi dodatnimi mniejszymi od m. Zatem dla kazdej pary (k, 1) € {1, 2, ..., p(m)} ?
takiej, ze k # [, zachodzi f(py) # ( Pr)> co konczy dowéd wiasnosci 2.

w(m) w(m) wlm) wlm)
Poniewaz A = B, zatem H P = H 1", Skoro za$ H Iy = a?m P (mod m ), to
k=1 ) k=1 k=1 k=1
wlim) p(m) wlim)
r6whniez H Dp = a?™) H pr  (mod m). Stad, poniewaz H Py, Jest wzglednie pierwsze z m,
k=1 k=1 k=1

W

zachodzi ¢#™) = 1 (mod m) g

Inny dowéd 2

Niech m € Z, iq € 7, beda liczbami wzglednie pierwszymi, a P = (ay, as, . . ., A p(m) ) bedzie
ciagiem liczb naturalnych mniejszych od 12 1 wzglednie z nim pierwszych. Wtedy ciag

p = (aa1, ady, . . ., Aly(m) ) Z wyrazami wzigtymi (mod m) jest permutacja ciagu P°. Istotnie, dla
kazdego 7 , aa; jest rowniez wzglgdnie pierwsze z 1M, zatem zachodzi aa; = ay, (mod m ) dla
pewnego [ i poniewaz ponadto aa; = aa; < a; = a; (mod m ) (bo z zalozenia @ 11 sa wzglednie
pierwsze), a zatem elementy ciagu P’ sa rézne, wigc istotnie jest to permutacja.

W zwiazku z tym:

a10s . . . Qp(m) = (aal)(aag) ...(aagy@my) (mod m)
a10s . . . Ay(m) a?™ aa, . . Aym) (mod m)

1=a" (modm)

QED.
Przypisy
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1. 1 Dowdd ten jest przeredagowana wersja dowodu zawartego w ksiazce Wactawa Sierpinskiego Wstep do teorii liczb.
2. 1 Naoki Sato: Number Theory (http://www.scribd.com/doc/9386316/Number-Theory) (ang.). [dostgp 03.06.2009]. ss.
14-15.
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