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WIKIPEDIA
Grupa (matematyka)

Grupa - struktura i i jako zbior z okres na nim lacznym i dzialaniem [1]; szczegolny przypadek monoidu, w ktorym kazdy element ma element odwrotny (zob. Podobne struktury). Dzial matematyki
badajacy wlasnosci grup nazywa sie teoria grup.
Spis tresci
Motywacja ywac
Rys historyczny opisujgacy motywacje twércow teorii wraz zastosowaniami mozna znalezc¢ w artykule dotyczgcym teorii grup. Definicja
Charakteryzacje

W zbiorze liczb catkowitych Z z ich dodawaniem mozna wyodrebnié nastepujace wtasnosci: Niech Ry oznacza zbiér ich liczb r. ywistych wraz z iem mnozenia, ktére przejawia wlasnosci Konwencije zapisu

= + jest dziataniem dwuargumentowym okreslonym na Z, tzn. dla dowolnych a,b € Z jesta+ b € Z; analogiczne do powyzszych: Wiadciwoécl

= dla dowolnych @, b, ¢ € Z zachodzi (@ + b) + ¢ = @ + (b+ ©); = - jest dziataniem dwuargumentowym na Ry, tzn. dla dowolnych @, b € Ry jesta-b € Ry; Przyklady

= liczba catkowita 0 € Z spetnia @ + 0 = @ dla wszystkich a € Z; = dia dowolnych a, b, ¢ € Ry zachodzi (@ +b) -c=a- (b~ c); Poiecia

= dla kazdej liczby @ € Z istnieje przeciwna do niej liczba catkowita —a,, tzn. taka ze @ + = liczbal € Ry mawhasnosé @ - 1 = a dia wszystkich a € Ry 5 Podobne struktury

= dla kazdej liczby @ € R istnieje odwrotna do niej dodatnia liczba rzeczywista 1/a,, tzn. taka ze @ « % 1 z”"ac_' tez

Rozpatrujac zbiér Zn, gdzie 1 jest liczba naturalna, z dziataniem dodawania modulo 7 (zob. arytmetyka Niech X oznacza niepusty zbiér, zas Sx jest zbiorem wszystkich wzajemnie jednoznacznych przeksztaicen zbioru Umgl_
modularna) okazuje sig, ze: X na siebie. Rozwazajac skiadanie przeksztalcen z Sx mozna zauwazy¢, ze: ;i"vi'::rima

» + jest dziataniem dwuargumentowym na Zy, tzn. dla dowolnych @, b € Zy, jest @ + b € Zp; " 0 jestdzi dwt towym na Sy, poniewaz jesli @, T sa wzajemnie jednoznacznymi Linki zewnetrzne

- - _ = przeksztatceniami X na siebie, to & o T réwniez;

= dla dowolnych @, b,€ € Z,.fachodzw (@+b) te=a+ (b+2); » dia dowolnych o, 7, s € S zachodzi (o0 7) © s = 070 (0 );

= liczba catkowita modulo . 0 € Zy, spetnia @ + 0 = @ dla wszystkich @ € Zy; = przeksztalcenie tozsamosciowe ¢ € Sx speinia 0 o ¢ = g dla wszystkich & € Sx;

= dla kazdej liczby catkowitej modulo @ € Z, istnieje przeciwna do niej liczba catkowita modulo n —_a,. tzn. w dla kazdego & € Sy istnieje odwrotne do niego przeksztaicenie o1 € 8Sx,, tzn. takie ze 6 0 &

takaze @ + (=a) = 0.

Wazystkie powyisze przyklady opisuja grupy; w Kazdym przypadku dany jest niepusty zbior, na ktérym okreslono dzialanie o 6 ciach — tak nizej zostang zdefiniowane grupy. Dlaczego bada sie struktury, ktére spelniaja powyisze/ponizsze cztery wlasnosci, nie za$ inne; z

jakiego pawodu wybrano wlasnie te kombinacje wlasnoci, a nie tylko ich ezeéé bads jakas dodatkowa? Nie ma powodu, by wyklucza e, czy inne meliwosel — w istocie rozpatrufe s inne teorie | wiele 2 wspomnianych kombinacj wlasnosci ma swoje nazwy (zob. Podobne struktury), jednakie sq one duzo mie]
wazne niz struktury spelniajace wyréznione cztery wlasnosci.

Teoria matematyczna, aby mogla byé uznana za waina, musi by¢ dostatecznie ogélna, a zarazem mie¢ znaczenie informatywne. Teoria, ktérej postulaty sq w wiclu przypadkach zbyt ograniczajace, okae sig nieistotna w obszarach, w ktérych nie sposéb je zapewnié, co ostatecznie przeloy si¢ na ograniczone niq
zainteresowanie. Interesujace teorie sq ogolne, jednakze ogdlnosé ma ceng: treéé. Umozliwiajac spehnienie aksjomatéw teorii w réznych obszarach i wielu kontekstach, nalezy zdawaé sobie sprawe, 7e teoria dotyczyé bedzie tylko tego, co jest w nich wsp6lne ~ moe sig wtedy okazaé, ze nie ma takich rzeczy. Istnicje

wige niebezpieczeistwo, e teoria bedie s sprowadzat do sy nieciekavwych parafraz postulatow pozbavionych glebi. Nakiadanie ograniczert amniejsza zakres uiycia i zanteresowanie teoria, anossenie ograniczef prowadzi do pustejteori. Wywadenie miedzy ogdinosclq a tresci jet trudnym zagadieniern, &

teoria grup jest jednq  tych, w ktérych udato si¢ osiagnaé réwnowage — dzieki temu znajduje ona caystej i j, fizyce oraz innych naukach przyrodniczych (zob. teoria grup). Ponadto petna jest ona glebokich, interesujacych i pigknych wynikéw. To wiaénie wskazuje

nato, 7e wybbr czterech wlasnosci przedstawionych w definicji mozna uwazaé za rozsadny; zastosowania podobnych struktur nie okazaly si¢ tak owocne, jak grup.

Definicja

Zbior @ z (dobrzel®)) okreslonym na nim dwuargumentowym dziataniem o nazywa si¢ grupa, jezeli ma on nastepujace whasnosei (spehnia ponizsze aksjomaty):

= Wewnetrznosé: dia dowolnych elementow @, b ze zbioru G ich wynik @ o b réwniez nalezy do zbioru G5 mowi sie wtedy, ze zbior G jest zamkniety ze wzgledu na o
= tgcznosc: dla wszystkich @, b, € nalezacych do G musi zachodzic (o b) oe=ao (boc).

= Element neutralny: istnieje element & w zbiorze G speiniajacy dla dowolnego elementu @ z tego zbioru warunek @ 0 € = @,

la kazdego @ € G musi istnie¢ € € G, dlaktérycha oz =e.

®» Odwracalnosc
Grupa to para uporzadkowana (G, o), a wiec zbior Gy nazywany nosnikiem, z dzialaniem o. Dlatego grupy (G, o) oraz (H, %) sa réwne, o ile @ = H oraz 0 = * jako funkcje (relacje) na tym zbiorze; na zbiorze G moga istnie¢ dwa rozne dzialania o oraz, ze wzgledu na ktére G bedzie tworzyé grupe, wtedy (G 0)
oraz (6, %) sa rénymi grupami.
Charakteryzacje

Wprost z definicji mozna wywieé kilka trywialnych, choé waimych obserwacji. Warunek lacznoéei oznacza, 7e kolejnosé obliczania (nawiasowanie element6w) nie ma wplywu na ostateczny wynik; dzieki napis postaci 0 bo ¢ ma sens i moe jednoznacznie wskazywaé element (@.08) 0 ¢ = a0 (b0 ¢)(®). Postulat

istnienia elementu neutralnego oznacza, 7e no$nik grupy nie moze by¢ zbiorem pustym[<],

W definicji nie zapewnia sie nic ponad istnienie (co najmmej jednego) go elementu , ktory stuzy iu istnienia (co najmniej jednego) prawostronnego elementu odwrotnego do danegold). Mimo to wynika z niejl®], ze grupa (&, 0) ma jeden i tylko jeden prawostronny

element neutralny, ktory ré $nie jest

1y w zwigzku z tym méwi sie po prostu o elemencie neutralnym grupy. Podobnie dowolny @ € @ ma jednoznacznie wyznaczony prawostronny element odwrotny, ktéry jest jednoznacznie wyznaczonym
lewostronnym elementem odwrotnym do @ dlatego nazywa sie go element doai dla niego -1,

W éwictle tych obserwacji przyjmuje sie czesto definicje:

= Element neutralny* istnieje jednoznacznie wyznaczony element € w zbiorze G spefniajacy dla dowolnego elementu @ z tego zbioru warunek 6.0 & = €0 @ = @.

® Odwracalnosé*: dla kazdego @ € G musi istnie¢ jednoznacznie wyznaczony € G, dlaktérychao & =z oa =e.
Ich przyjecie zwalnia z dowodzenia wyiej przedstawionych wiasnosci, jednak podejécie to wymaga sprawdzenia duzo wikszej liczby warunkow zawartych w definicjil%; uzasadnia to tez definiowanie grupy jako uporzadkowanej czworki (G, 0, -~ €), ktorej trzeci element oznacza (jednoargumentowe) dzialanie
odwracania, a czwarty — (wyrdzniony) element neutralny.

W definicji mona zastapié istnienie elementéw i na nie zmieniajac jej sensu; okazuje si¢ jednak, ze zmiana musi dotyczyé obu rodzajéw elementéw $nie: istnienie elementu i iych elementéw nie

zawsze zapewnia istnienie struktury grupy w zbiorzel?] (por. Przyklady), podobme dolvczv to elementu i elementow

dza w zbiorze strukturg grupy. Poza istnieniem laeznego dzialania dwuargumentowego © moina zalozyé dla kazdego @ € G istnienie elementu a™* € @ spelniajacego warunek @™ o (a 0 5) =b = (bo @) o a™* dla dowolnych a,b € G12); inna moiliwoseia jest
i dwuargumentowych: @\b oraza/blY, ktére dla dowolnych @, b € @ spelniaja @ o (8\a) = (b/a) c a = (a 0 b)\a = (boa)/a = BUI3.

Przytoczona definicja nie jest jedyna, ktéra wprov

wprowadzenie obok dzialania o dwéch innych dzia
Grupe (G, 0) spelniajaca piaty aksjomat:

= Przemiennosé: dla dowolnych elementéw @, b zbioru G speiniona jest rownosé ao b= bo a;
nazywa si¢ grupq przemienng (lub abelowqlX); powyzszy warunek dotyezy Scisle rzecz ujmujac dzialania dwuargumentowego okreslonego na G, ktre nazywa si¢ przemiennym — grupa przemienna jest wice grupa z dzialaniem przemiennym(l. Warunek przemiennosci jest na tyle silny, iz umozliwil rozwj teorii
grup przemiennych w oderwaniu od ogélnej teorii grup jako dosé samodzielnego dzialu matematykil™J.

Konwencje zapisu

Badanie grupy polega na dociekaniu, w jaki spos6b @ o b zalezy od clementéw @ oraz b, nie za$ od nazwy, czy znaku samego dzialania. Majac to na uwadze przyjelo si¢ pomija¢ znak dziatania zastepujac go zestawieniem: zamiast @ o b pisze si¢ @b (czasami @ - b). Samo dzialanie nazywa si¢ mnozeniem, rozumianym
W zwiqzku 7 tym w szerokim sensie. Moze ono oznaczaé mnoenie liczb, ale te? Zlozenie odwzorowari, branie réénic symetrycznych zbioréw, czy te jakakolwiek inng bardziej wymyélng definicje (por. Przyklady). Méwi si¢ wtedy, Ze w grupie uzywa si¢ zapisu multiplikatywnego bads e jest ona grupq
multiplikatywng. Dlatego tez, méwi si¢ te o iloczynie ab elementéw @ oraz b. Ponadto element neutralny oznacza si¢ czesto cyfra 1, przy czym nie musi to byé liczba 1: moe to byé odwzorowanie tozsamosciowe, zbior pusty, czy obiekt innego rodzaju. Nie stosuje si¢ jednak zapisu & zamiasta™ dla elementu

odwrotnego do @ Opisany spos6b zapisu bedzie wykorzystywany w dalszej czesci artykul zostanie je e dla elementu
Obok zapisu multiplikatywnego stosuje sig rownie? zapis w 6lnosc, gdy grupa jest ienna. Drdalanie oznacza si¢ w nim znakiem ,+” i nazywa dodawaniem, rozumianym ~ podobnie jak mnozenie ~ w szerokim sensie. Element @+ b nazywa si¢ sumq clementow @ oraz b. W grupie
addytywnej element neutralny oznacza sie cyfra 0, przy czym znowu nie musi on oznaczaé liczby o. Ponadto el odwrotny do @ zapisuje si¢ —@ i nazywa elementem przeciwnym do .

Zwyczajowo grupa nazywa sie nie parg grupa-dzialanie, a sam noénik - zbiér @ — o ile nie prowadzi to do niejasnoéci: jak wspomniano wezeniej, na zbiorze mozna czesto okreslié wiele grup; w takim przypadku sformulowania grupa addytywna” i ,grupa multiplikatywna” stz wyréinieniu jednej z nich(1.

‘Wilasciwosci

Niech @ bedzie grupa i 6,8, ¢ € G. Wowczas:

= istnieje jeden i tylko jeden 2 € G, dla ktérego az = b oraz jeden i tylko jeden y € G, dia ktérego ya = blollPl;
= obowiazuja prawa skracania: jezeli ab = ae, to b = c (skracanie lewostronne) oraz: jezeli ba = ea, to b = ¢ (skracanie prawostronne)[all’;

= zachodzi (@) ™ = @Sl oraz (ab) ™! = bla LI,

W definicji grupy okresla si¢ iloczyn dwoch ow; wezesniej zostal j iloczyn trzech ow™J; podobnie mozna i¢ iloczyn czterech owlx], W celu ia notacji w podobny sposéb wprowadza sig ogolny iloczyn i elementow @1, . .. ,@s grupy G (1 > 2)
=(a

definiowany poprzez 1 — 1-krotny iloczyn dwéch elementow; nawiasy mozna wstawié na wiele sposobow!Y, jednak dzigki facznosci wszystkie one daja ten sam wynik?): @y ... 8,11 rowny ay(az .. @n) = (@132)(a3 ... an) = On_1)ay. Jeli@, ..., 8, (1 € N) s3 wszystkie rowne @ € G, to pisze

sie a™; w szczegdlnosci al = @, a przy tyma® = @™ 'a = aa™1. Te obserwacje moina wyrazié wiec w postaci @@ = a™** (dlaz € G im, n € N); ponadto (@™)® = a™ (a € G; m,n € N)lbl,

Wasnoéci te rozszerza si¢ na wykladniki calkowite; przyjmuje si¢, 7e 6° = e (element neutralny) oraza™ = (@™)™ (clement odwrotny doa™) dla @ € G orazm € N. Ze wgledu na to, dla wszystkich @ € G orazm, n € Z:

= zachodzi rownos¢ a™a™ = ™™ (ac),
)™ = g~™[ad]
= prawda jest (@)™ =a ,
= obowiazuje tozsamosé (a™)" = a™"[ae],
1

Dodatkowo dla @y, az,.--,an € G zachodzi (@182 --.ag) " <..az a1 [a0; obserwacja ta dowodzi tez (a1)™ = (a™) L. Jezeli @,b € @ sy elementami, dla ktorych ab = ba, to ab® = 5"al?8), a stad a™b® = b*a™ (2] dla wszystkich m,n € Z[#], Jesli a® = e dla dowolnego & € G, to grupa & jest
ag'ag

przemiennal®J.

a;

) dlamn € Z. Okresla tona dlaa € G orazn € Z. Poprzednie obserwacje zapisuje si¢ wtedy odpowiednio: ma + na = (m +n)a, (—m)a = m(—a) orazn(ma) = (nm)a, ponadto n{a+b) = na + nb

W przypadku grup addytywnych zamiast 6" pisze sie na dlan € N i definiuje 0a = € oraz (—m)a.
(@b € G, m,m € Z; w ostatnie] tozsamosci istotne jest zalozenie przemiennosei grupy).

Przyklady

1. Niech dla dowolnych elementéw (a, b) oraz (¢, d) zbioru Z x Z bedzie (a, b){(c, d) = (a, b+ d); czy (Z x Z, ) jest grupa? 2. Dla dowolnych dwéch elementéw a@,b € Q \ {1} niechaob=ab—a —b+2;czy Q\ {1} jest grupa
ze wzgledu na o?

= Wewnetrznosé: ) jest dziataniem wewnetrznym w Z, poniewaza € Z ib+d € Z, o ile @, b, ¢,d € Z, tzn. Z X Z jest zamknigty ze wzgledu
na . =W 86 , ze dia dowolnych @, b € Q \ {1} zachodziaob=ab—a—b+2€Q
= Lacznosé: czy dia dowolnych (a, b), (¢,d), (g, k) € Z x Z zachodzi [(a, b)$(c, d)] (g, b) = (a,)[(e, d)<>(g, h)]? Poniewaz nie V;vsmlfczak* nalozy rowniez wykazas, Zeo ao bf 1 Nb‘echla b fb Qa #bl fzb zik'adafac
a,b+ k) = (a,0)0(c,d + h), czyli (a, (b+d) + k) = (a,b+ (d + h)), to dziatanie { jest taczne, gdyz dziatanie + jest laczne @ & = 1 wykazana zostanie sprzecznosé. Otézjesliae b= 1, to a =1, czyli
sv,Z DOl,h) = (@500 ), o2yl (@, b+ d) + 1) = (a,b+ )), o dziatanie & jost taczne, gdyz dzitarie + jest facz ab—a—b+1=0,awiec (@ —1)(b— 1) =0, co oznacza, ze @ = 1 lub b = 1, sprzecznos¢. Zatem
= Element neutralny: czy istnieje w Z X Z element, niech to bedzie (@, bo), dia ktérego (a, b)<{(ao, bo) = (a, b) dia wszystkich a0b € Q\ {1}, czyli o jest dziataniem wewnel.rznym wQ\{1}. o
(a,b) € Z x Z? Jest to prawda, o ile (@, b + by) = (@, b), co jest rownowazne by = 0; przy tym brak jakiegokolwiek warunku na @g. = tacznos: czy dia dowolnych a, b,¢ € Q \ {1} jest (@ 0 b) o ¢ = a o (b o ¢)? Rozpisujac obie strony

Przyktadowo (0, 0) oraz (1, 0) sa prawostronnymi elementami neutralnymil2kl; w rzeczywistosci dowolny element (n,0) € Z X Z jest réwnania otrzymuije si kolejno: (ab —a —b+2) o e =ao (be —b— ¢+ 2), nastepnie
prawostronnym elementem neutralnym. (@b—a—b+2)c—(ab—a—b+2)—c+2=albc—b—c+2)—a—(bc—b—c+2)+2
oraz
Poniewaz grupa ma jeden i tylko jeden prawostronny element neutralny(@, to Z X Z nie jest grupa ze wzgledu na . Z drugiej strony, abc—ac—bc+2c—ab+a+b—2—c+2=abc—ab—ac+2a—a—bc+b+c—2+2,
przyktadowo wzgledem (0, 0) (w zasadzie wzgledem dowolnego prawostronnego elementu neutrainego), kazdy element (a,b) € Z x Z o oznacza, ze o jest faczne.
ma lewostronny element odwrotny (0, —b): (0, —b)$(a, b) = (0, —b + b) = (0, 0) (wzgledem (n, 0) lewostronnym elementem = Element neutralny: szukany jest elemente € @ \ {1}, ktéry dia dowolnego @ € Q \ {1} spetnia
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odwrotnym do (@, b) jest (r, —b)). a o e = a. Zakladajac, ze taki element € istnieje, otrzymuje si¢ ae —a — e + 2 = a, skad
—e=2a—2,czyli (a—1)e =2(a — 1), a wiec & = 2 (poniewaz & — 1 # 0). Nie dowodzi to

jeszcze, 222 € Q \ {1} jest prawostronnym elementem neutralnym; poprzednie rozumowanie przekonuje

jedynie, ze prawostronny element neutralny, o ile istnieje, musi byé réwny 2. Aby przekonac¢ sie, ze 2

istotnie jest prawostronnym elementem neutralnym nalezy zauwazy¢, ze

a02=a2—-a—2+2=2a—a=adakazdegoa € Q\ {1}; poniewaz 2 € Q \ {1}, to istotnie

= Wewnetrznosé: dla dowolnych @, b € Z element a b = a + b + 2 jest liczba catkowita, zatem Z jest zamkniety ze wzgledu na *. jest to prawostronny element neutrainy w Q \ {1}.

tacznose: dla wszystkich @, b, ¢ € Z ma by¢ spetnione (a * b) * ¢ = a * (b * ¢); istotnie Element odwrotny: dia kazdego @ € Q \ {1} nalezy znalez¢ & € Q \ {1} spetniajacy @ o = = 2; daje to

(axb)*xc=(a+b+2)xc=(a+b+2)+c+2=a+(b+2+c)+2=a+(b+c+2)+2=a+(b*xc)+2=ax(b*c), ax—a—z+2=2,czylaz—a—z+1=L1t.(a—1)(z—1)=1,skadz—1=1/(a—1),

W ten sposéb (Z x Z, ) jest struktura, w ktérej istnieje prawostronny element neutralny oraz lewostronne elementy odwrotne wzgledem kazdego elementu, mimo to nie jest
grupa (zob. Charakteryzacie).

3. Czy definiujac na Z dzialanie * dane wzorem @ # b = @ + b+ 2 dla wszystkich 8, b € Z otrzymuie sie grupe (Z, *)?

czyli * jest taczne. tzn. 2 = a/(@ — 1), co ma sens, gdyz @ — 1 5 0. Nie oznacza to, ze a/(a — 1) jest prawostronnym
= Element neutralny: czy istnieje e € Z, dla ktérej a * e = a dla kazdego a € Z? Réwnos¢ daje @ + € + 2 = a, czylie = —2. Liczba —2 elementem odwrotnym do @ € Q \ {1}, a jedynie to, ze o ile taki element istnieje, musi mie¢ podana
istotnie jest prawostronnym elementem neutralnym, gdyz @ * —2 = a + (—2) + 2 = a dlakazdego a € Z. warto$é. Dlatego nalezy wykaza¢, ze @ © a/(a - 1) =2 dla kazdegoa € Q \ {1} oraz ze
= Element odwrotny: czy liczba catkowita @ ma prawostronny element odwrotny w Z? Warunek @ * z = —2 daje a + & + 2 = —2, tj. af(a—1) € Q\ {1}. Ot6z
& = —4 — a € Z. Liczba —4 — a rzeczywiscie jest prawostronnym elementem odwrotnym do @, poniewaz aoa/(a—1)=a(a/(a—1))—a—(a/(a—1))+2=(a—1)(a/(a—1))—a+2=2,a
ak(—4-a)=a+(-4-a)+2=-2. ponadto @ 0 a/(a — 1) # 1, gdyz a/(a — 1) € Q oraz a/(a — 1) = 1 oznaczalyby, zea = a — 1,
W rzeczy samej, zbiér Z jest grupa wzgledem dziatania #. czyli 0 = 1, dawaloby sprzecznosé.

Poniewaz spelnione sa wszystkie aksjomaty grupy, to @ \ {1} tworzy grupe z okreslonym wyzej dziataniem o.

4. Niech A oznacza niepusty zbiér, a P(A) oznacza zbiér wszystkich podzbiorow A. Zbiér P(A) tworzy grupe z dziataniem réznicy
symetrycznej A, poniewaz spefnione sg aksjomaty grupy:

= Wewnetrznosé: dla dowolnych 8, T € P(A) zbior SAT jest podzbiorem A, czyli SAT € P(A), a wiec
P(A) jest zamkniety ze wzgledu na A.

= tacznosc: A jest taczne.

= Element neutralny: podzbiér pusty & jest prawostronnym elementem neutralnym.

= Element odwrotny: kazdy element ma 8 € P(A) ma prawostronny element odwrotny, mianowicie samego

siebie, poniewaz SAS = & dla S eP(A)

Najprostsza, a zarazem najmniejsza grupa jest grupa trywialna zlozona z jednego elementul#ml. Dalsze przyklady obejmuja grupe praeksztalcert ustalonego zbioru (ostatni przyklad w Motywacja); grupe euklidesowa, czyli grupe izometrii ustalonej przestrzeni euklidesowe; grupe symetrii

anej figury przestrzeni
culidesovej, eyl grupe izometri wlasnych e figury (1n. zometsii odzorowujaeych fgure na siebio)s grupe diedralng,tan. grupe symetri wybranego wielokata foremnegolan] (wszystkie z dzialaniem skladania przeksztaleet). Ze wzgledu na mozliwosé reprezentaci element6w grupy jako macierzy, wainym

sqr6 grupy macierzy dzialaniem ich mnoenia, np. wygodna i grupy o

Pojecia

Struktura
Werd podanych wyzej przykladéw grup niektére z nich maja nosnik bedacy zbiorem skori inne — zbiorem nieskor Liczbe elementow grupy G, a dokladniej jego moc zbioru G, nazywa si¢ rzedem tej grupy i oznacza symbo]em |G|. Jeieli |G| jest skoficzony, to erupe G rowniez nazywa si
skoriczong, jesli |G| jest nieskoriczony, to méwi sie, ze grupa @ jest nieskoriczonal4). Niekiedy rozréznia sig rozne rodzaje nieskoriczonosci, ale czesto przyjmuje sie, ze jesli 1zad grupy G jest nieskoiiczony, to pisze sig |G| = oo, gdzi 1 oo je wszystkie typy ni

Grupa jako zbiér (z okreslonym na nim dzialaniem dwuargumentowym spelniajacym pewne whasnoéci) ma podzbiory; sposréd wszystkich podzbioréw bardziej interesujace sa te podzbiory, kiére odzwierciedlaja strukture algebraiczng grupy, gdy pomagaja zrozumieé jej budowe. Wyréinione miejsce zajmuja
posrod nich te, ktére same sq grupami (ze wegledu na to samo dzialanie): nazywa si¢ je podgrupami danej grupy. Wérbd innych podzbioréw grupy istotne miejsce zajmuja warstwy wagledem okreslonej podgrupy, ktére stanowiq rozbicie noénika na rozkezne podzbiory; liczbe warstw wzgledem wybranej
podgrupy nazywa si¢ indeksem tej podgrupy w grupie (podobnie jak w przypadku rzedu mona rozriniaé rodzaje nieskoficzonosei, jednak czgstokro¢ sig tego nie czyni). Poniewas warstwy danej grupy wegledem jej ustalonej podgrupy sa réwnoliczne, to rzad grupy jest réwny floczynowi rzedu podgrupy oraz
indeksu podgrupy w grupie; w szezegélnosei jesli grupa jest skoficzona, to rzad podgrupy jest dzielnikiem rzedu grupy — ta wazna obserwacja nazywana jest twierdzeniem Lagrange'a.

Dla grupy G oraza € G zbior (@) = {a™ € G:n € Z} wszystkich poteg calkowitych elementu a jest niepusty, a ponadto tworzy podgrupe w G2 — nazywa sie go podgrupq cykliczng grupy @ generowang przez element a. Gdy {a) = G, to G nazywa si¢ grupq cykliczng, a element @ nazywa si¢ generatorem tej
grupy. Rzad |{a)| tej podgrupy nazywa sie rzedem elementu a i oznacza ord(a) (jak wyzej, zwyklo sig przyjmowac, ze wartoéé ta jest liczba naturalng albo nieskoriczonoscia). Jezeli G jest skoficzona, to kazdy element @ € @ ma skoficzony rzad, a dokladnie ord{a) | |G| na mocy twierdzenia Lagrange’a; w grupach
nieskoficzonych mogg istnie¢ tak elementy rzedu skof Jjak i ni f Definicje ia podgrupy przez element rozszerza si¢ na zbiory elementow: jezeli X € G, to (X) = {2 ...2f* € G:k €N, 2, € X, my € Zdla i = 1,...,k} nazywa si¢ podgrupq generowanq przez X i sklada sie

ze wszystkich skoiiczonych iloczynéw element6w w X oraz ich odwrotnosci (przyjmuje sig, ze (@) jest trywialna; ponadto ({a}) = (a)y a ({21, -+, Zn}) 0znacza sie (@1, +,2n)); jezeli X C @ oraz {X) = G, to X nazywa sie zbiorem generatoréw grupy Gy a o grupie G mowi sie, 7e jest generowana przez X;
jedli grupa G ma skoficzony zbi6r generatoréw, to nazywa sie ja skoriczenie generowang.

Przeksztalcenia

Zbier warstw wgledem podgrupy szcnegéinego rodzaju,tow. podgrupy normalnei, moina wyposaiyé wnaturlnie olaedlone dralanie, wagledem kiérego bediie on tworayé grupe nazywana grupq iorazowg (dane grupy pracz wspomniana podgrupe normalna), Oprocs tego, ie moga one shizy do tworzenia

Kolejnych, mniejszych grup (zachowujae pay tym wlasnosci grupy wyjsciowe, np. iennosé, czy

ja one wnikniccie w budowe grupy za pomocq 6w grup, tzn. jacych strukture icznq grup; centralng rolg pehni tu twierdzenie o izomorfizmic

(wraz z nieco ogb iem o ie). Podgrupy moga byé wkomponowane w grupe we wzglednie prosty badz w dosé Zlozony sposdb, przedstawiajac grupe w postaci iloczynéw jej podgrup: ogélnego, polprostego, czy prostego (moina je opisaé za pomoca tzw. iloczynu kompleksowego).
Ogblnie wszystkie wspomniane pojecia, przede wszystkim grupy ilorazowe i podgrupy, mozna wykorzystaé do opisu grupy za pomoca jej prezentacji: dowolna grupa jest ilorazem grupy wolngj nad zbiorem generatoréw danej grupy przez podgrupe relacji spehnianych w tej grupie(®d.

Automorfizmy grupy to przeksztalcenia, ktére mozna uwazaé za uogo]meme izometrii wlasnych figur geomelrycznych (por. Przyklady). Podgrupy normalne to podgrupy, ktére ,wygladaja tak samo niezaleznie od sposobu patrzenia™; formalizacje tej intuicji umozliwia relacja sprzezenia elementéw (elementy

sprzeione majg te same wlasnosci, np. ten sam rzad) oraz Klasa pracz spragienia). W oglnosci podgrupy spragdone (jedna 2 druga) naledy rozumiejako podgrupy, ktre .wygladaja tak samo zumieiveszy spostb patrzenia” (2 ego powodu podgrupy

normalne nazywa si¢ ezasem ,samosprzgzonym”); formalnie dwie podgrupy s3 sprzione, gdy jedna jest obrazem drugiej w pewnym grupy G tworzg grupe Aut(G) ze wgledu na skladanie a grupy G tworzg podgrupe
(normalng) Inn(G) we wspomnianej grupie automorfizméw.

Centrum grupy G to podgrupa (normalna) Z(G) element6w przemiennych z dowolnym elementem grupy G, jej rozmiar méwi wiee o stopniu przemiennosci grupy; zwiazek migdzy centrum a automorfizmami wewnetrznymi ustala grupa florazowa @ przez Z(G), ktora ma te sama strukture, co grupa nn(G).

Innym pojeciem stuzaeym okreSleniu stopnia ennosci, czy te? raczej ni iennosci, grupy jest komutator dwbch elementow; podgrupa generowana przez wzystkie komutatory, nazywana pochodng grupy (lub jej komutantem), jest trywialna, gdy grupa jest przemienna. Podgrupa ta umoiliwia
wskazanie przemiennych grup ilorazowych: sq nimi te grupy ilorazowe, ktérych pochodna zawiera si¢ w podgrupie normalnej bedacej dzielnikiem; pozostale grupy florazowe sq ni ienne. Podgrupa (bedaca i slnym podgrupy normalnej) to podgrupa, ktra ,wyglada
symetrycznie” (strukture pierwszych zachowuja wszystkie automorfizmy grupy, podczas gdy drugich jedynie czesé z nich — tylko Prazyl i sq m.in. , czy pochodna grupyl2],

Dziatanie

W sekji Prayklady sasygnalizowano istnienie grup funkci, np. grupy praeksztaler S danego zbioru X, grupy iometi praestrzeni euklidesowe, wyzej wspomniano réwnier o grupie Aut(G) funkci zachowujacych minosenie w G. Ogolnie, el X jest zbiorem 1 okreslon na nim pewna struktura (algebraiczna,

czy inng), ia okreslone na X, kire zachowuja te strukture, tworza grupe. Dzialanie grupy na zbiorze pozwala na uchwycenie funkeyjnego charakteru elementéw grupy, ktory moga one przejawiaé; o elementach grupy G mozna mysleé whsnie jako o funkcjach

okreslonych na zbiorze X. W gruncie rzeczy dowolne daialanic grupy na zbiorze X moina rozumie jako homomorfizm grupy G w grupe Sx (1zw. rep cja p yjna grupy G). jac pojecie dziatania grupy na zbiorze moina w czytelny sposéb uzasadni¢ twierdzenie Cayleya: grupa G ma te
sama strukturg, co pewna podgrupa przeksztalcers (wzajemnie jednoznacznych) zbioru G Wiele informacji o grupie mozna pozyskaé rozwazajac dzialanie grupy G na zbiorze G poprzez spragzenia (zob. klasa spragzonosci).

Rozktady

Proste odwrbcenie twierdzenia Lagrange'a jest falszywe: jedli & jest dziclnikiem rzedu |G grupy skoficzonej Gy to G nie musi mie¢ podgrupy rzedu k; nalozenie dodatkowego warunku na k, by bylo potega liczby pierwszej (grupy o rzedzie wyrazajacym sie potega liczby pierwszej to tzw. grupy pierwsze) i bylo
weglednie pierwsze z |G| /k sprawia, 7e teza twierdzenia staje sig prawdziwa — jest to pierwsze z trzech twierdzeri Sylowa. Wspomniana podgrupa (pierwsza) rzedu k nazywana jest podgrupq Sylowal®); drugie twierdzenie Sylowa méwi, 7e podgrupy Sylowa sa sprzeione; trzecie opisuje liczbg mozliwych podgrup
Sylowa.

[at],
g

Grupy zawierajgce podgrupy normalne mona rozlozyé na iloraz oraz jana podgrupe grupe nazywa si¢ prostq, jezeli nie ma ona nietrywi Sciwych podgrup — definicja ta przywodzi na mydl liczby pierwsze: podobnie jak liczby pierwsze sq budulcem” liczb
calkowitych, tak grupy proste 53 buduleemn” pewnego rodzaju grup; analogi tf nie naledy jednal posuwat 2yt daleko, sy rone grupy moga skladasie 2 ych samych clementons skladowych — problem konstrukeji grupy znany jako problem rozszerzenia nadal oczekuje na rozwiazanie. Proste grupy przemienne

to dokladnie grupy cyMliczne o rzedzie bedacym liczba pierwsza (zob. grup i ); innym a grupy j permutacji parzystych z dzialaniem ich skladania) stopnia piatego i wyzszych.

Jeieli H jest podgrupa w G, to skoficzony ciag podgrup w G (zawierajacy H oraz G) nazywa si¢ ciggiem (podnormalnym) od H do G, gdy kaida podgrupa ciagu jest podgrupa normalna kolejnej. Elementy ciagu nazywa si¢ jego wyrazami, a grupy ilorazowe kolejnych wyrazow — jego ilorazami (lub faktorami);
ciag od podgrupy trywialnej do G nazywa s kndtko ciagiem G. Jesi azdy wyraz ciag jest normalny/charakterystycany w G, o cly ciag nazywa si¢ normalnym/charakterystycanyms gy ciag e zawiera powtdrzefs zawieranie wlasciwe podgrup). to ciag nazywasi¢ wiasciwym. Cig (2) od H do G mazywa sig

zageszezeniem ciagu (1) od H do G, jeieli kazdy wyraz (1) jest réwnie wyrazem (2); zageszezenie ciggu (1) moina wiee uzyskaé poprzez wstawi grup — niekoniecznie roznych od wyrazow ciagu (1) ~ miedzy kolejne wyrazy ciagu (1). Gdy jednak (2) jest zageszezeniem (1) i co najmniej jeden wyraz

(2) nie byl wyrazem (1), to (2) nazywa si zageszezeniom wiasciwym (1). Ciag G nazywa sie ciagiem kompozycyjnym, jedli jest ciagiem wlasciwym G i nie ma ia whasciwego (ilorazy ciagu jnego to ilorazy jne); ciag iny grupy G moina scharakteryzowad jako ciag G w
ktérym wszystkie ilorazy sa proste. Dwa cigi grupy G sq réwnowazne, gdy majq te sama liczbe wyrazéw i ilorazy pierwszego ciggu maja, w pewnym porzadku, te samg strukturg co lorazy drugiego ciagu (a wiec niekoniecznie odpowiadajace sobie wyrazy ciagéw). Twierdzenie Jordana—Holdera méwi, ze dowolne

dva cigg kompozyeyjne dancj srupy s rownowaine (o il ylko grupa ma ciag kompozyeyjnylau); w itocie prawdzive st o mocniesze tlerdaente Schreers, e zapevnia, i dowlne dua cag! grupy msj réwnovaine sageszcaenta (wnlosek: kidy cigg whbciwy grupy ma saggsscaenie bdgee ciyglem
I

p o], wyniki sq elementem szerszej ji skot grup p

Ciag od H do @ nazywa si¢ abelowym, gdy wszystkie ilorazy sq abelowe (przemienne). Grupg nazywa sie rozwigzalng, jedli ma ciag abelowy[kl. Kazda grupa jenna jest rozwi cho istniejq rozwi grupy ni ienne; ponadto podgrupy i grupy ilorazowe grup rozwiazalnych réwnie s
rozwizalne, z drugiej strony jeli rozwiazalna jest podgrupa normalna i iloraz grupy przez niq, to rozwiazalna jest i sama grupa. Przykladami grup nierozwiazalnych sq znowu grupy alternujace stopnia piatego i wyzszych, rozwizalne sq z kolei skoficzone grupy pierwsze. Ogdlniej: poniewaz: rozwiazalne grupy
proste o grupy cyKliczne rzedu bedacegoliaba perwsza, 0 skoriczone grupy rozwiazalne to grupy, w ktorych Ky loraz Kompozycjny ma rzad wyradajacy si liezbq pierwsza. Wynika stad, e grupy permatacistopnia piatego  wyszych révwnied sq nieroziazalne. Obserwacja ta pelni Kluczowg ro w dowodzie

tego, e réwnanie wielomianowe stopnia wickszego niz cztery nie moe byé rozwizane za pomoca pierwiastnikéw (tzn. czterech dziatari i ia, tj. poteg i pierwiastkow o )~ jest to tzw. twi je Abela—Ruffini

Zbiér elementéw skoiczonego rzedu grupy przemiennej G tworzy podgrupe nazywana podgrupq torsyjng T(G), iloraz G przez T(G) poza elementem neutralnym zawiera wylacznie elementy nieskoriczonego rzedu. Ogélnie dowolna grupe G nazywa sie torsyjng, o ile tylko zawiera wylacznie elementy

skoticzonego rzedu; grupe, w ktérej kazdy element poza ma rad ieskoricaony nazywa sic beorsyn (w ten spost fdyna grupa jednocsenie torsying § bertorsyina et grupa rywilna; K grupa skofezona st torsyina,chod torsyina est réwnie nieskoficsona grupa lorasowa @ praes 2 srup,
kt6re nie sq ani torsyjne, ani nazywa sie mi i). Twierdzenie w bardzo pozadane, lecz niezmiernie rzadki istnieje j X grup przemi ( ie Frobeni ). Wystarczy wie zbadaé
dwie Kasy grup premiennych: torsyjne § bestorsyine, a nastepnie analfé spostb na skonstruowanie  nic grpy praetininel Nie abedsie si jodnak bez dodatkowych warulkty nalogonych na G el prayia, e G jest skofaenie 10 T(G) jest skoticzona. Wtedy badanie skor grup
przemiennych sprowadza sie do badania skofs grup pi (@ oraz grup i - jo sic o tego pojeca niczalinosel, bazy (niezleinego 2oy grupe, o ile nie zawiera on elementu neutralnego) oraz rangi grupy (jednoznacznie
wyznaczonej liczby elementéw w bazie)[). Zigezenie czeei torsyjnej i beztorsyjnej przebiega w najprostszy moliwy sposéb: poprzez iloczyn prosty — struktura skof j grupy przemiennej G jestw zupelnosei przez zbiér liczb calkowitych w jednoznaczny spossb.
Podobne struktury
Niech @ bedzie dowolnym zbiorem  okres na nim dzalaniem . Istnicje szereg podobych struktur majacych osobne nazwy, ktére spelniaja aksjomaty podobne do aksjomatéw grupy; struktura (G, %) Struktury grupopodobne
Jest: Wewngtrznosé tacznosé E.neutralny Odwrotnoé Przemiennosé
= grupoidem bez dodatkowych zatozen, Grupoid v .. .. ..
= polgrupa, gdy dzialanie % jest faczne, Pélgrupa v v . . .
. 5 faz]
monoidem, gdy dziatanie % péigrupy ma element neutralnylaz], Monoid . . . .
= quasi-grupa, gdy dia kazdego elementu istnieje element do niego odwrotny wzgledem x,
= petlq (lupa), gdy dziatanie % w quasi-grupie ma element neutralny. Grupa v v v .
= grupg przemienna (abelowa), gdy dzialanie % w grupie jest przemienne. ~przemienna v v v v
) Petla v v .
Zobacz tez Quasigupa v v .
= pierscer, cialo v — warunek wymagany; .... — warunek nikonieczny
= teoria Galois (grupa Galois)
= algebra Liego (grupa Liego)
= grupa topologiczna
Uwagi
a. Sformulowanie ,dobrze okreslone” oznacza, ze dziatanie jest funkcyjne, tzn. dowolnym dwom . De facto najmniejszymi grupami w sensie liczby elementow sa grupy jednoelementowe (zob. e. Lemat
elementom przypisuje jednoznacznie trzeci element. Mogloby sie wydawaé, ze wymaganie to Przyktady). Z definicji grupy wynika, ze:
jest oczywiste, jednak mozliwe jest podanie nie budzacego poczatkowo zastizezefi przykiadu, W . Definicja nie méwi zatem, Ze istnieje tylko jeden element bedacy prawostronnym elementem 1. element & jest jedynym elementem idempotentnym w G
ktérym przypisywany element zalezy nie od samych elementéw, ale od sposobu ich identyfikacii neutralnym (cho¢ faktycznie tak jest, zob. dale]). Co wigce] w definicji nie wspomina sie o 2.ejest wG;
(.nazw"); zasadniczo sytuacja ta pojawia sig zwykle w wyniku utozsamiania ze sob elementéw lowostronnych elementach neutralnych, ich istnieniu, czy zwiazkach migdzy nimi. Podobrie 3. prawostronny element odwrotny elementu z G jest réwniez lewostronnym elementem
(zob. relacja réwnowaznosci, grupa ilorazowa, warstwa — Przykiady). definicja nie wyklucza istnienia wielu prawostronnych element6w neutralnych o tej wiasnosci, odwrotnym tego samego elementu
b. Przyjecie takiej umowy byloby biedem, gdyby dziatanie nie bylo laczne. Przykiadowo dzielenie : przy czym czes6 z nich moze ja mie¢, a czesé nie. Ponadto czesé (lub wszystkie) elementy 4. & jest lewostronnym elementem neutralnym w G
nie jest dziataniem tacznym na @ \ {0}, poza przypadkiem e = 1 (utaj @, b, ¢ € Q \ {0}): moga mie¢ wigce] niz jedna odwrotnosé wzgledem czesci (lub wszystkich) prawostronnych 5.e jest wG;
wyrazenie @ : b : € jest niejednoznaczne. elementéw neutralnych. 6. kazdy element ma jednoznacznie wyznaczony prawostronny element odwrotny w G;
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7. kazdy element ma jednoznacznie wyznaczony lewostronny element odwrotny w G
8. jednoznacznie wyznaczony prawostronny element odwrotny dowolnego elementu
a € G jestrowny
odwrotnemu elementu @.
d

Dowo
1. Nalezy dowies¢, ze jesli dia g € G zachodzi go g = g,. to g = €. Niech wiec dla
pewnego g € G zachodzig o @ niech h oznacza prawostronny element odwrotny
(istnieje z aksjomatéw), tj. g© kb = €. Wowczas (g0 g) o b = go h, skad
go(goh)=goh (lacznosc), awiecgoe=e(gdyzgoh =e),codaeg=e (e
jest prawostronnym elementem neutralnym).
2. Warunek oznacza, ze jesli f € G jest prawostronnym elementem neutralnym, tzn.
ao f=adawszystkicha € G, to f = e. Podstawiajac w szczegélnosci f za @
otrzymuie sie f o f = f, co oznacza f = € z punktu 1.
3. Innymi slowy: jezeli @ © & = €, 1o £ © @ = e. Niech zatem @ 0 2 = €; wtedy element
(z0a) o (zoa) jest rowny [(zoa) 02] 0a = [z o (a0 2)] o a (dwukrotnie
facznosc), a z zalozenia jest on réwny [z o €l oa = z 0 @, czylidlag = (z 0 a)
zachodzi go g =g, awiec z punktu 1. wynika, e g = &, tzn. zoa = e.
4. Nalezy udowodni¢, ze € © @ = a dla dowolnego @ € Gj niech @ € G, zas & bedzie
jego prawostronnym elementem odwrotnym. Wéwczas 60 & =€, skad a0 £ =Z 0@
(punkt3.), astad (@0 z) oa = (¢ 0 @) o @, czyli@ o (z 0 a) = (2 0 &) 0 @, dlatego
aoe=eoaiweszie = eoa, cooznacza, ze € jest rowniez lewostronnym
elementem neutralnym.
5. Niech f © @ = a dia wszystkich & € G, czyli f bedzie lewostronnym elementem
neutralnym, wtedy f = e. W szczegélnosci podstawiajac za @ element f otrzymuie sie
fof=f,cozpunktu 1. daje f =e.
6. Wiadomo, ze kazdy elementa € G ma co najmniej jeden prawostronny element
odwrotny, niech bedzie to @, tzn. @ © & = e. Nalezy wykaza, ze jezeli a 0y = €, to
y == (gdziey € G). Niech wigc @0z = eoraza oy = €. Zpunkiu 3. jest z o a = e,
skad(zo@)oy=eoy,czylizo{aoy) =eoy,awieczoe=€oy,tojest
z=eoyiwreszie z =y (punkt4.).
7.18. Niech @ € G, a & oznacza jego jednoznacznie wyznaczony prawostronny element
odwrotny. Z punktu 3. wiadomo, ze 2 jest takze lewostronnym elementem odwrotnym do
6, 1. 0 @ = e. Nalezy udowodni¢, ze jesli # 0 @ = € orazy 0 & = €, to & = y. Niech
zalemZ 0 G =€ 0raz Y © @ = €; Wowczas 60 Z = e, skadyo (@0 z) =yoe,a
wiec(yoa)oz =y, czyliecz =y,skadz =y.

. Przy zastapieniu warunkw Element neutralny oraz Odwracalnos¢ warunkami Element

neutralny* oraz Odwracalnosé * nalezy sprawdzié wiasnosci:
1. istnieje e € G spehiajace @ 0 € = @ dla kazdego a € G;
2. wspomniany € speinia teze 0 a dla kazdego @ € G
3.€ jest jedynym wGo dwéch
4. dla dowolnego @ € @ istnieje a~! € @ speiniajacy @ 0 @™
5.aponadoa ' oca =g
6. przy czyma™> jest jedynym elementem G, dla kibregoaoa > =e=a"' o a.

Stosujac przedstawiona definicje wystarczy sprawdzic punkty 1. oraz 4.; punkty 2., 3., 5., 6.

wynikaja z 1. oraz 4., co znaczaco Ulatwia przekonanie si o tym, czy dany zbiér z dzialaniem

tworzy grupe.

1

1

@

. Niech eg; , &g, beda dwoma réznymi prawostronnymi elementami neutralnymi w strukturze
algebraiczne] (grupoidzie, zob. Podobne struktury) (S, ). Zakiadajac, ze struktura ta ma (co
najmniej jeden) lewostronny element neutrainy €, popada sie w sprzecznosé: z ich definicjijest

B, = €R, ® €L = €L, = €p, ® €1, = €p, wbrew zalozeniu, ze eg, , g, sa rozne. Stad
struktura algebraiczna z wigcej niz jednym prawostronnym elementem neutralnym nie moze
miec lewostronnego elementu neutralnego.

h. Niech (8, +=) oznacza strukture algebraiczna (grupoid, zob. Podobne struktury) z dziataniem

danym wzorem @ +— b = a dla wszystkich a,b € § (dziatanie odpowiada rzutowi

lewostronnemu dla pary uporzadkowanej (@, b) € 8 X 3). Dziatanie — jest wewnetrzne
wprost z definicji: @ — b = @ € 8 bez wzgledu na wybér @, b € S; dziatanie ¢ jest tez
faczne, poniewaz z jego definicii dla dowolnych @, , ¢ € § zachodzi

a+ (b+c)=a+ b=a=a+ c=(a+ b) + c Zsamej definicji dzialania wynika

takze, ze kazdy element S jest prawostronnym elementem neutralnym. W ten sposcb speinione

3 trzy pierwsze aksjomaty grupy; ponadto skoro dla dowolnego @ € 8 jeste ¢ a = e, a € jest

elementem neutralnym, to spelniony jest tez warunek istnienia lewostronnego elementu

odwrotnego. Z istnienia wiecej niz jednego prawostronnego elementu neutrainego wynika
jednak brak lewostronnych elementow neutralnychld), co przeczy ustaleniom lematul®, zatem

(S, +) nie moze by¢ grupa.

Loborazboa™

. Odpowiadajacych @™ 1 w standardowej definicji; w szczegéinosci e = @\
orazat =1\a.

1

. Do zdefiniowania grupy wystarczy jedynie dziafanie /; ot6z e = a/a, ¢~ = (a/a)/a oraz
ab = a/((b/b)/b). Ponadto grupe mozna wtedy zdefiniowac za pomoca jednego aksjomatu
dia dowolnych a, b, ¢ € G zachodzi a/(((a/a)/8)/c)/((a/a)/c) = b.
. Nazwa ,abelowy” pochodzi od nazwiska Nielsa Abela (1802-1829), ktéry podat warunki
rozwiazywalnosci rownan wielomianowych (zob dalel) w pcslacl r6wnan nazywanych jego
(za Jordanem i ach innych autoréw, operujacych
okazam sie, ze warunki byly r6
qrupy 6 (tzw. grupy Galois,
od nazwiska prekursora teorii grup, Evariste'a Ga\ms 1511 1832); jako pierwszy nazwy .grupa
abelowa” na okreslenie grup przemiennych uzyl W

*

innymi,

. Tabliczki dzialania (tablice Cayleya) dziafan przem\ennych sq symetryczne wzgledem przekatnej
gﬁéwneJ (laczacej komorki w ‘,\ewym gr’:mym" il prawym dolnym” rogu).

m. Teo jest (co wynika wprost z

mzstrzyga\n0$01 arylmelyk\ Presburgera) czego nie mozna powiedzieé o ogolnej teorii grup.

Przykladowo pojecie podgrupy normalnej (zob. Pojecia) nie odgrywa wigkszej roli w teorii grup

przemiennych, poniewaz wszystkie podgrupy sa normalne, a w zwiazku z tym roznorodne

iloczyny grup staja sie zwyklym iloczynem prostym. Dzigki przemiennosci mozliwe jest

grup

grup

(zob. dalej; jest rowniez teoria zedu

generowanych grup przemiennych z dziataniem sumy prostej, ze wzgledu na ktére ich zbior

tworzy monoid przemienny). Mimo tych sukceséw préby skiasyfikowania beztorsyjnych grup
rangi sa daleko

opis istnieje tylko dla grup o randze 1 (zob.

postepy); podobnie istnieje wiele nierozwiazalnych problemow w teori beztorsyjnych grup

abelowych nieskoriczonej rangi (pojecie grupy mrswnq jest jednym z powodéw niemoznosci
zedu:

sformalizowania teari grup jako teorii p rzedu to uzycia
logice pi diugiej 2 drugiej strony klasa grup
orsyjnyeh ie jest badania nad grupami 8.0 wiele

mniej zaawansowane niz nad przeliczalnymi grupami torsyjnymi (zob. Pojcia).

X zbior Rliczb jestw wiele struktur, m.in. porzadkowa,
topologiczna, geometryczna, algebraiczna; te bogata strukture oznacza sie zwykle symbolem R.
W zwiazku z tym méwi sig o grupie j liczb =(R,+),

Grupa (matematyka) — Wikipedia, wolna encyklopedia

1. Wiasnos¢ skracania (badz réwnowaznie: odwracalnosci) dia kazdego elementu grupy sprawia,
2e tabliczka dziatania w grupie (tablica Cayleya grupy) jest kwadratem facifiskim: kazdy element
grupy pojawia sie w ustalonej kolumnie i ustalonym wierszu jeden i tylko jeden raz.

Z definicji @™ jestaa™ = e, zatem @ jest lewostronnym elementem odwrotnym do @™, co (z

o

lematul®]) oznacza, ze @ jest elementem odwrotnym do @™

t. Wiasnos¢ ta méwi wigc, ze odwracanie elementw traktowane jako dziafanie
jednoargumentowe "1 G = G jest inwolucja (ponadio jest ono naturalnym antyizomorfizmem
arupy i jej grupy przeciwnej, zob. homomorfizm grup).

u. Poniewaz (aB)(3ta2) = a(b(b~ta~1)) = a((3~1)a"!) = a(es™!) =as~! = ¢, 10
b~2a™ jest elementem odwrotnym do ab.
v. Réwnosé (ab) ™ = a™*b™* zachodzi tylko wtedy, gdy b+ = b (co jest

rownowazne ab = ba, a wiec nie jest ogolna prawidiowoscia).

H

lloczyn trzech elementow @, b, ¢ w tej wiasnie kolejnosci obliczany jest za pomoca dwoch
iloczynéw: najpierw ab, nastepnie przez ¢, badz najpierw be, nastepnie przez a. Dzieki
facznosci otrzymywane wyniki sa réwne, dzieki czemu mozna pisac abe bez nawiasow.

x

lloczyn czterech elementéw @, b, ¢, d oblicza sie za pomoca trzech kolejnych iloczynéw, co
mozna zrobié na pieé réznych sposobow: a(b(ed)), a{(be)d), (ab)(cd), ((ab)e)d, (a(be))d,
ktore sa jednak rowne dzigki facznosci: pierwsze dwa iloczyny sa rowne, gdyz b(ed) = (be)d,
ostatnie dwa sa rowne, poniewaz (ab)e = a(be); ponadto a(b(ed)) = (ab)(ed) oraz
(ab)(cd) = ((ab)e)d (wystarczy polozy¢ odpowiednio od = £ oraz ab = g, by uzyskat
a(bf) = (ab)f oraz g(ed) = (ge)d). Umozliwia to opuszczenie nawiaséw i pisanic abed na
oznaczenie iloczynu elementow @, b, ¢, d w tej wiasnie kolejnosci.
Dokiadnie na (4n — 6)!!/n! (zob. silnia)
. Ponizsze rozumowanie jest prawdziwe nie tylko dla grup, w zwiazku z tym zostanie wyrazone w
ogolniejszej postaci.
Lemat

Niech G bedzie niepustym zbiorem z okreslonym na nim dziataniem dwuargumentowym

oznaczanym przez zestawienie. lloczyny elementéw @y ,. .. ,Gn € G sa niezalezne od

sposobu wstawiania nawiasow. Oznacza to, co nastepuje. Niech

Pi(a1) ={a},
Py(ay,03) = {a103},

N o<

P01, 08,5) = {{0102)08, 01 (0209)} = {32 € Pa(a1), € Fa(aa,08) lab & € Pa(os, 0n),y € Pr(an)] -
Py(01,02, 03, 04) = {(a1(02(3304)), 61 ((02as)as), (a102)(asas), ((am)aa)%(al(azlag
= {z1:2 € Pi(®1),y € P3(02,63,04) Iub z € Py(a1,02),y e

P,,(a,,...,a,,) = {zy:z € F(a1,..
dlak=1,...,n (P sa wiec podzbiorami G zawierajacymi iloczyny ay, .
zredukowanymi do k — 1 kolejnych mnoze dwéch elementow z G).
Teza: dia kazdego 1 € N i wszystkich @y, ..., € G zbior Py(ay,..
jeden i tylko jeden element.

Dowod
Dowod przez indukcje wzgledem 1. Dlan = 1,2 jest oczywiste, ze tak Py (ay) jak i
Py(a1,a2) maja nie mniej, nie wigcej jeden element. Dia 18 = 3 teza to inna posta¢
warunku tacznosci; dla s = 4 teza wynika z rozumowania opisanego w jednej z
poprzednich uwag (uzyto tam wylacznie lacznosci dziafanial).
Niechn > 5 i lemat bedzie prawdziwy dla1,. .., % — 1. Niech 1, € Py(a1,...,8n);
nalezy udowodnic % = . Z definicji Pn (81, ... ,as) jestu = zy oraz v = st, gdzie
@ € Py(a1,-- 1), ¥ € Poi(@is1,--- m), §
8€ Pyar,...,a), t € Poj(By4150--10n), §
Dowiedzione zostanie t = v, najpierw przy zalozeniu § = 4. Na mocy indukcji zbiér
Py(a1,a,...,a;) zawiera jeden i tylko jeden element; zatem 2 = a. Stosujac hipoteze
indukcyjna dia 13 — §, dla elementow G441, - - ; Gn, rOWNieZ mozna stwierdzic, ze
Po_i(@i41,. .- 2 Gn) rowniez ma jeden i tylko jeden element; daje to g = &. W ten
sposéb u = @y = 8y = st = v, teza jest wigc prawdziwa w przypadku
Niech teraz i # J; bez utraty ogélnosci mozna zalozy¢, ze § < j. Niech §
h € N. Stosujac hipoteze indukeyjng dla , dla elementow @1, - - -, @ otrzymuje si
dokladnie jeden element w P;(a1,. . ., 85) oznaczany dalej 8. Réwniez z indukcji
zastosowanej dla 4, dla elementow ay, .. ., 8y istnieje dokladnie jeden element w
Pi(ay,...,0:), mianowicie &. Raz jeszcze z indukcji zastosowanej do b, dia
elementow Gi41, - - - , @; istnieje dokiadnie jeden element w Py (@341, - -, @), niech to
bedzie b. Z definicji Py(@1, . . - ,5) jest @b € Py(a1,...,ay), czylimb = .
Jestn —i = h+ (n — ). Z indukcji zastosowanej do i — i, dla elementow
Git1y+ -3 8n 2067 Pag(@i415 .. .y @q) ma jeden i tylko jeden element nazywany dalej
. Rowniez z indukeji zastosowane; dia h, dia elementow @441, . + ., 5 istnieje dokladnie
jeden element w Py (@i, - - - 85), mianowicie b. Znowu z indukji zastosowanej do
n — j, dia elementow @411, -+ , @n 2bi0r Pa—g(@441,- - -, 8n) ma dokiadnie jeden
element, niech to bedzie . Z definicji Pa—i(@it15+ ++ 3 Githy Bit1y+ ++ 5 Gn) jest
bt € Pai(Git1,---,0n), awigcbt = y.
Stad b = & oraz bt = y; daje tou = zy = z(bt) =
dowdd.

’

< n) zawiera

i+hda

(ab)t = st

v, co koficzy

5 n
aa. Oznaczany rowniez H @, aw zapisie addytywnym E a.

b. Dowod przez indukcie 22 waglecu na. Przypadekn =1jest trywwalny dlam = 2 jest
(&™) = a™a™ = o™ = @ . Niechn > 8 oraz (a™" alm=Im g
wszystkich @ € G nalezy wykazac, ze (a )* = a™ dia wszystkich @ € G Poniewaz
(@) = (@)D = (@™)! (@)™ = ¢™ (™) 2 zalozenia (podstawiono kolejno
a™,1,n — 1 w micisca @, m,n), to (a™)* = a™a™*1) = g™ = g ;

zalozenia (kolejno @, m, mn — m w miejsca @, 1, ), co koriczy dowéd.

2
8

. Jeslim 2 1,n > 1, 10a™a™ = a™™ wynika z powyzszej uwagi. Jeslim = 0, to

" a®**" dia kazdego n € Z; jesli zas n = 0, to
=a™ = a™ dla kazdego m € Z. Zatem
a*"ollem,n>0 (x)
Nalezy dowiesc tej relacji rowniez dlam 2 0,n < 0;m < 0,5 2 ;m < 0,n < 0;
Zmieniajac notacje (zastepujac m, n przez |m), |n|) nalezy dowies¢: () a™a ™ = a™®, (ii)
a™™g" = a™™™, (ii)a™™a™" = a~™ " dla wszystkich m,n > 0.

@), € Poy(aia- ax)dlapemzogbwi,_,,n
a

https://pl.wikipedia.org/wiki/Grupa_(matematyka)

ad. Réwnosé zachodzi dlam = 1, poniewaz (a*)* @)™
m € N,m > 2 oraz (a~})™*
(@)™ = (@)™ 1(a ) = am1g-1
(a’l)"‘ =a™™ dla wszystkich m € N na mocy indukcji. Rownosc¢ jest tez prawdziwa, gdy
—1)0

- Niech teraz

@™l = 4™ zatem

m = 0, poniewaz (a~2)° —e = a® =a™®

nieco notacje dcwledzmne zostanie (a™1) ™

Nalezy ja teraz dowiesc dlam < 0. Zmieniwszy

a™ dla wszystkich m € N. Istotnie,

@)™ =[(a" =@™) ! =[(a" = a™; plerwszy znak réwnosci wynika
2 powyzszej definicii za~! w miejsce @, drugi z dowiedzionego wiasnie faktu (@~1)™
dla wszystiich m € N, trzeci raz jeszcze z powyzsze] definicji. W ten sposb (a~!)™

dla wszystkich m € Z.
ae. Jeslim > 1,m > 1, to a™a” = @™ wynika z powyzszej uwagi. Jeslim = 0, to
= a® = a®™ dla kazdegon € Z; jesli zas n = 0, to
a® = a™ dla kazdego m € Z. Zatem
@) =a™oflemn>0 (#)
Nalezy dowiest tej relaci rowniez diam 32 0,n < 0;m < 0,n > 0;m < 0,n < 0;

Zmieniajac notacie (zastepujac m, . przez |ml, [n|) nalezy dowiese: (i) (@™) ™ = a™™, (i)

@™ =at™" i) (@)™ = e gia wszystiich m, 1 > 0.

Zapisujac (#) 2@~ w miejsce a i orzystajac z poprzedniego punktu otrzymuie sie

@)™ =[] = @™)" = [(@)"" = @)™ = ™™ = g™, o0
dowodz (i). Jest tez (a™™)* = =a™", o dowodszi (ii). Wreszcie jest

@™ = [(@™) 1™ = (@™ = (@) )" = @) = a™ = o™
dowodzi ().

Stad (@™)" = a™" dla wszystkich m, n € Z.
af. Dowdd przez indukcjg wzgledem n. Jesli n = 2, teza zachodzi na podstawie poprzedniego
rozumowanialdl. Gdy n > 8 oraz (6182 ...an-1) " = a7l ... 657077, to
] -1
(6102.+.Gn16n) " = ((a102...Gn1) an) " =
= “(am ielpi0a )t =
_,) _
ailarly...qztat,
Kazac
z € Py(a1,82,a3),y € Pr(aa)}
e 0 jest trywialny, Z kolei mb?l a): ba = b'a z zalozenia, a wigc stwierdzenie
jES‘ prawdzl e diaps = L. Niechn 2 2 i stwierdzenie bedzie dowiedzione dlan — 1, czyli
6wezas
=a (b'"‘b) = (ab"1)b = (b**a)b = 5" (ab) = 5" (ba) = (" ‘b)a = b"
Na mocy mdukcﬂ jestab® = b™a dla kazdego n € N. Mnozac te zaleznos¢ z lewej i z prawej
strony przez ™™ otrzymuje si¢ ™a = ab™™ dla wszystkich n € N, skad ab™ = b"a jest
prawdziwa réwniez dlan § —1. Zatem ab® = b"a dla wszystkich n € Z.
. Biorac wiasnie dowiedziona tozsamos¢ ab™ = b%a jako zalozenie i zastepujac w niej @, b, n
odpowiednio przez b®, @, m otrzymuie sie ™" = b"a@™ dla wszystkich m, 1 € Z.
. Dowody tych wiasnosci pozostaja poprawne, gdy G jest zbiorem z dzialaniem
dwuargumentowym (tzn. jest grupoidem, zob. Podobne struktury) diam, . € N; réwniez w
przypadkum =n = 0, o ile w G istnieje jednoznacznie wyznaczony element neutralny € (tzn.
ce = ec dla dowolnego ¢ € G) i przyjac, ze a® = e dia dowolnego @ € G (tzn. G jest
monoidem, zob. Podobne struktury).

03,04

o
s

®

aj. Niech a® = e dla dowolnego @ € G. Wéwczas
ab = e(ab)e = b*(ab)a? = bb(ab)aa = b(baba)a = b(ba)?a = bea = ba, czyliab = ba
dla dowolnych @, b € G, a zatem G jest przemienna.

. Poniewat (a, B)(0,0) = (a, b+ 0) = (a, b) oraz (a, 5)(1,0) =
wszystkich (a,b) € Z x Z.

. Zgodnie z lematemlel.

o
&

(a,b+0) = (a,b) dia

o
3

. Jesli G zawiera wylacznie element g, to jedynym mozliwym dziataniem jest gg = g.
dziafanie jest wprost z gdyz g € G. Lacznosc
poniewaz aksjomat przyjmuje posta¢ (99)g = 9(gg), a dzieki tozsamosci jest
(99)9 = 89 = 9(99) dia jedynego g € G. Element neutralny:  lematule] wynika, ze g musi
by¢ prawostronnym elementem neutralnym. Element odwrotny: g jest prawostronnym
elementem odwrotnym do siebie na podstawie tozsamosci.
an. Grupa jest podgrupa f przestrzeni
grupy sa (zob. Pojecia)

. Por. kryterium bycia podgrupa: jezeli @™, @™ € {a), to a™a" = a™" € (a), gdyz
m+n €Zdam,n € Z oraz jesli a™ € (a), 10 (@™) ™} =a™™ € (a), gdyz—m € Z dla
meZ

. Grupa ilorazowa przez dana podgrupg normaing ma nie wiecej elementow niz grupa bedaca
dzielng; grupa ilorazowa nie jest jednak podzbiorem, czy podgrupa grupy wyjsciowej (grupy te
maja one rozne nosniki i dziatania).

. Grupa jest wolna” w sensie braku na nig, w postaci relacji, wigzéw;
wlorazie dzielnikiem musi byé podgrupa normalna: w zwiazku z tym jego rol peini najmniejsza
podgrupa normalna zawierajaca podgrupe (tzw. domknigcie normalne tej podgrupy) opisujaca
relacie.

ar. Pochodna, w przeciwienstwie do centrum, jest w istocie zawsze podgrupq calkowicie

g (albo w pelni

siebie przy kazdym homormorfizmie grupy w siebie (zawezenie charakterystycznosc\, taka
podgrupe mozna rozumiec jako ,stabilng” w grupie). Wiecej: pochodne, obok wyrazéw dolnego
ciagu centralnego, o2y podgrup polggowych (zozonych z elemeniow bedacych ustalm\q potega
elementow grupy). sa podgrup o kowita

. tzw. podgrup za pomoca stow” (skqd pochodzi
nazwa), czyli iloczynéw elementow ustalonej postaci (,dopetnieniem” podgrup werbalnych sg

podgrupy marginalne, np. centrum); zob. rozmaitos¢ grup.

. Ogéinie podgrupy Sylowa to ,maksymalne" podgrupy pierwsze (skoficzone), czyli grupy, kidrych

rzad jest najwyzsza mozliwa potega danej liczby pierwszej.

podobrie kolejne

2
8

2
8

3

2

2

. W przypadku przemiennym rozklad jest iloczynem prostym (suma prosta) podgrupy normalnej i
qrupy ilorazowej, w przypadku ogolnym — iloczyn péiprosty (zob. rozklad i iloczyny grup).

. Przykladowo kazda grupa skoriczona, np. w przeciwienstwie do (nieskoriczonej) grupy liczb
calkowitych, ma ciag kompozycyjny.

av. Uzyte wozesie] stwierdzenie r62ne grupy moga skiadat sie z tych samych elementow

o
g

(i) Niech m, n 3> 0. Jesii m > 1, to 6™ ™a" = a™ na mocy (+). Mnozac
przez (@)™t = a™ otrzymuje sig @™ ™ = a™a™, o ile m 3> m. Biorac odwrotnosci po obu
stronach tego rownania otrzymuje sie, prypackum > m,

=)™ a”)” 1] (ﬂ a*‘)’1 =

czesto po prostu R, i grupie i liczb
* = (R.\ {0},-) (zob. Przyktady, por. Motywacja).

. Jednoznacznosé: Istnieje co najwyzej jeden z € G, dla ktérego az = b. Niech

az =b=a2, wiedy 67! (az) = 67 (az'), czyli (a2a)z = (a7 a)/, awiec ez = e,
codaje = &' na mocy lematul®],

Istnienie: O istnieniu co najmniej jednego # € G mozna sie przekonac kiadac
Rzeczywiscie, a(a~'b) = (aa™')b=eb=b.

Drugi przypadek dowodzi sig analogicznie jak pierwszy.

°

a'b.

]

. Istnienie rozwiazan rwnania liniowego (z jedna niewiadoma) ma tez interpretacie w tabliczce
dziatania (tablicy Cayleya): kazdy tablicy dziatania zawiera dany
element grupy wylacznie jeden raz.

Mnozac lewostronnie @b = ac przez 6" otrzymuje sie = (ab) = a~* (ac), co z facznosci

2

jest rownowazne (a~1a)b = (aa)e, czylieb = ee, a poniewaz € jest elementem
neutralnym, to ostatecznie b = €. Druga czes¢ dowodzi sie podobnie.

Przypisy

m zn otrzymuije sig a™a ™" = a~™™ ™ w przypadku m 3> m. Zatem

a™a™™ = a™ " bez wzgledu nato, czym 2 m, czy n ; m.

(i) Niech 3, 7 3> 0. Jesli n > m, to @™a™™*™ = a™ na mocy (¥). Mnozac lewostronnie

przez (a™) ! = a™™ otrzymuje sie @™ = a~™a", o ile n > m. Biorac odwrotnosci po

obu stronach tego réwnania otrzymuje sie, w przypadku © 2> m,

aa™ = a"[(a™)"1]! = (a")1(a™) ! = (a~™a")"! =

sz\emajqc m zn otrzymuje sie @ ™a™ = a~™™ w przypadku m > n. Zatem
a® = a ™ ez wzgledu nato, czy m > m, czym = .

1m) Niech m, 5 > 0. Jesta™a™ = a™*™ na mocy (*). Biorac odwrotnosci po obu stronach

tego réwnania otrzymuije sie,

a™a™" (am) l(an)—l (a am)—l

m zn otrzymuje sie 6 ™a® = a ™" dla wszystkich m, 1 > 0.

Stad a™a™ = a™*™ dla wszystkich @ € @ oraz m,n € Z.

= (@™ =

(@)™ = g~ = g™, Zamieniajac

(GnH.)A — g(min) _ g

problem oznacza, e grupy
niemajace tej same; struktury moga miec ten sam ciag kompozycyjny.

2

w. Klasyfikacia ta jest wynikiem dziesiatek tysiecy stron w kilkuset publikacjach napisanych przez
m+n PONAd StU aULOTOW, W Wigkszosci w latach 1955-2004.

ax. Faktycznie: podgrup Sylowa - skoriczona grupa przemienna jest ich iloczynem prostym.

ay. Ranga grupy jest rangi grupy wolnej bedacej obiektem
wolnym w kategori grup przemiennych; jej odpowiednikiem w ategorii wszystkich grup jest
grupa wolna — ze wzgledu na rézne kategorie pojecia te maja ze soba mafo wspinego:
pokrywaja sig tylko w przypadku grupy trywialne; i grupy cyklicznej nieskoriczonej (odpowiednio
ranga 0 i 1, grupy wolny o wyzszych rangach nie sa przemienne; por. algebra wolna).

a—(m) — g—ntew, Nazywa sie je takze ,polgrupa z jedynka’.
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