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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Blazeja Jaworowskiego pt. “Electron
correlations in topological flat bands”

Recenzowana praca doktorska zostala wykonana w Katedrze Fizyki Teoretycznej
Wydzialu Podstawowych Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej, promotorami
byli prof. dr hab. inz. Arkadiusz Wéjs (PWr) i prof. dr Pawel Hawrylak (Uniwersytet
w Ottawie), za§ promotorem pomocniczym dr inz. Pawel Potasz (PWr).

Przedmiotem badan teoretycznych opisanych w rozprawie byly wtasno$ci fizyczne
silnie skorelowanych ukladéw elektronéw w wybranych przykitadach tzw. materiatow
topologicznych, ktérych dodatkowg cechg wspélng byla dominacja energii potencjalnej
nad kinetyczng (co umownie nazwano przypadkiem ptaskich pasm). Warto nadmienié,
ze podobna sytuacja wystepuje m.in. w dwuwarstwowym grafenie, w ktérym warstwy
skrecone sg wzgledem siebie o tzw. kqt magiczny. We wspomnianym materiale,
w marcu ubieglego roku zaobserwowano faze nadprzewodzgca, ktora po raz pierwszy
w ponadstuletniej historii nadprzewodnictwa pojawita sie w uktadzie zbudowanym
wylgcznie z atoméw wegla (wezesniejsze doniesienia o nadprzewodzacych nanorurkach
weglowych nie potwierdzity sie).

Widzimy zatem, ze zagadnienia dyskutowane w recenzowanej pracy pozostajg
w lgczno$ci z najgoretszymi tematami wspélczesnej fizyki materii skondensowane;.

Rozprawa podejmuje trzy szczegétowe problemy badawcze, w ktérych rozwigzanie
zaangazowany byl doktorant: zagadnienie stabilnosci i wlasnosci fazy Haldane’a
w lanicuchu pétprzewodnikowych kropek kwantowych, istnienie tzw. fazy ufamkowego
izolatora Cherna (ang. fractional Chern insulator) w wybranych dwuwymiarowych
modelach sieciowych, jak réwniez rola oddzialywan dalekiego zasiegu
i wspétzawodnictwo faz izolatora Cherna i krysztalu Wignera. Przedstawione wyniki
zostaly wcze$niej opisane w czterech artykulach naukowych, opublikowanych
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w czasopismach: Scientific Reports (2017), Physical Review B (2015), Physics Letters A
(2018), oraz New Journal of Physics (2018). We wszystkich przypadkach doktorant byl
pierwszym autorem artykutu.

Prace rozpoczyna obszerne wprowadzenie (46 stron), w ktérym doktorant omawia
— w szerokim kontekscie — liczne fazy topologiczne zidentyfikowane w uktadach
zaliczanych do fizyki materii skondensowanej. Podkreslono w szczegélnosci, ze znane
fazy topologiczne dzielg sie na dwie rozlgczne klasy: uklady z tzw. samoistnym
porzqgdkiem topologicznym (ang. Intrinsic Topological Orders — ITO), oraz fazy
topologiczne chronione przez zachowanie symetrii (ang. Symmetry—Protected
Topological Phases — SPT) . Do pierwszej z tych klas nalezg rozwazane w pracy
utamkowe izolatory Cherna, zas do drugiej — fazy Haldane’a.

W rozdziale drugim (ang. Methodology — 58 stron) oméwione zostaly kluczowe
metody numeryczne uzywane w badaniach teoretycznych doktoranta. Sg to
(w kolejnoéci przyjetej przez autora rozprawy): metoda tzw. Scistej diagonalizacji (ang.
Exact Diagonalization — ED), oméwiona osobno dla uktadéw spinowych
i fermionowych, a nastepnie metoda numeryczna tzw. grupy renormalizacji macierzy
gestosci (ang. Density Matrix Renormalization Group — DMRG), w przypadku ktorej
sporo miejsca po$wiecono reprezentacji stanu podstawowego (przedstawianego
formalnie jako iloczyn operatoré6w kwantowomechanicznych, co czesto okresla sie
moéwigc, ze stan “nalezy do klasy stanéw bedgcych iloczynami macierzowymi”, ang.
Matrix Product States — MPS). Dalej, autor omawia zwigzki stanéw otrzymywanych
w metodzie DMRG z formalizmem tzw. sieci tensorowych, analizujgc w szczegélach
wybrane przykltady. Rozdzial zamyka opis kryteriéow identyfikacji faz izolatora Cherna
i krysztalu Wignera stosowanych w dalszych czesciach rozprawy.

Rozdzialy trzeci (ang. The Haldane phase in synthetic quantum dot chains)
i czwarty (Many-particle states in 2D topological flat bands), o lgcznej objetosci 62
stron, zawierajg skrétowy opis wynikéw przedstawionych w czterech artykutach
zrédtowych (pozycje [64] oraz [251—253] wg zalgczonej bibliografii), ktérych doktorant
jest pierwszym autorem. W pierwszym z tych rozdzialow przedstawiony jest, wraz
z wyprowadzeniem, efektywny Hamiltonian opisujgcy wzbudzenia niskoenergetyczne
w lanchuchu pélprzewodnikowych kropek kwantowych (model Hubbarda-
Kanamoriego), a nastepnie oméwiono szczegélowo rozwigzania majgce postaé
zlokalizowanych spinéw 1/2 na krancach uktadu (tzw. fazy Haldane’a). Zwrécono takze
uwage na perspektywy wykorzystania tych rozwigzan do realizacji kubitéw spinowych.
Rozdzial czwarty poswiecony jest analizie diagraméw wybranych modeli jedno-
i dwuwymiarowych, w ktérych pasma energetyczne posiadajg tzw. tadunki
topologiczne (tj. niezerowe liczby Cherna), a jednoczes$nie obecne sg dalekozasiegowe
oddziatywania elektronow.



Rozprawe zamykajg: systetyczne (dwustronicowe) podsumowanie
przedstawionych wynikow oraz obszerny spis literatury cytowanej (285 pozycji).

Ocena rozprawy

Przystepujac do oceny przedstawionej rozprawy nalezy zaznaczyé, ze zostala ona
przygotowana z duzg starannoscia, a udokumentowany publikacjami dorobek
naukowy jej autora z nawigzka spelnia formalne wymagania stawiane osobom
ubiegajacym sie o nadanie stopnia naukowego doktora.

Ponizej zebralem nieliczne uwagi krytyczne i zagadnienia wymagajace
dokltadniejszego wyjasnienia podczas publicznej obrony.

Nieco problematyczny wydaje sie ukiad pracy i wybdér materialu, ktéry autor
postanowil zamieSci¢ w swojej rozprawie. Chociaz kompozycja zasadniczo wydaje sie
poprawna i nie odbiega w istotny sposéb od zwyczajéw przyjetych w doktoratach
z fizyki materii skondensowanej, nie sposéb oprzeé sie wrazeniu, ze niektére (mniej
istotne dla oceniajgcego) fragmenty pracy najwyrazniej rozrosty sie nadmiernie
podczas pisania, co nie pozostalo bez wplywu na jako$é prezentacji oryginalnych
wynikéw autora w koncowych rozdziatach pracy (do tej kwestii nawigzuje nizej).
Widzimy na przyktad, ze rozdzialy Introduction i Methodology licza tgcznie ponad 100
stron, zas$ rozdzialy 3. i 4. — 62 strony, a zatem wzajemne proporcje czesci
wprowadzajacych i prezentujgcych wyniki sg mocno zaburzone. Jestem przekonany, ze
fragmenty zawierajace obszerne opisy r6znych wersji algorytmu DMRG, oraz zwigzku
tego algorytmu z formalizmem sieci tensorowych, nie sg — przynajmniej w tak
rozbudowanej formie — niezbedne dla zrozumienia wynikéw fizycznych (autor
zaznacza dalej, ze uzywal pakietu oprogramowania iTensor autorstwa Stephena R.
White’a i wspoétpracownikéw), a juz na pewno mozna by je przedstawi¢ w formie
dodatkow na koncu pracy. Ciekawsze mogloby byé przedstawienie pewnych szczegélow
technicznych (potocznie: “benchmarkéw”) dotyczacych np. czaséw obliczenn (lub liczby
operacji zmiennopozycyjnych) w kluczowych przypadkach, oraz aspektow
programowania rozproszonego (np. ktore ze stosowanych metod obliczeniowych
posiadajg efektywne implementacje wspétbiezne, a ktére nie?).

Czytajac rozprawe niestety trudno zorientowaé sie, na czym dokladnie polegal
wktad pracy doktoranta w powstanie oryginalnych wynikéw prezentowanych
w pracach [64] oraz [251—253] (numeracja wg bibliografii); co prawda praca
w Scientific Reports zawiera pewne informacje na ten temat, zas pierwsza pozycja
doktoranta na liScie autoré6w sugeruje, ze wklad pracy byl wiodacy — jednak brak



dalszych szczegéléw utrudnia ocene rozprawy. Jestem jednak przekonany, ze ta
kwestia zostanie wyja$niona podczas publicznej obrony.

Ponizsza lista zawiera dalsze, bardziej szczegélowe pytania, na ktére oczekuje
odpowiedzi podczas obrony:

1. Czy stany kwantowe otrzymywane w metodzie DMRG (wspomniane “stany
klasy MPS”, patrz §2.2.3: Matrix product states) sa wystarczajaco elastyczne, aby
opisaé uklad w punkcie przejscia fazowego?

2. Eksperymentalne realizacje kropek kwantowych, podobnych do rozwazanych
w rozdziale 3. rozprawy, sg ograniczone do uktadu podwdjnej kropki. W jaki sposéb
niedoskonato$ci procesu fabrykacji kropek (kropki nie bedg identyczne!) moga
wplywaé na stabilno$é fazy Haldane’a w dtugim tanncuchu?

3. Wydaje sie, ze wyniki numeryczne przedstawione na Rys. 4.13(a) (dot. modelu
Su-Scrieffera-Heggera) mozna tatwo uzupelnié o numeryczng ekstrapolacje
przerwy dla 1/Npart —> 0. Taki zabieg, wraz z wyliczeniem bledu ekstrapolacji (np.
metodg Richardsona) powinien pozwolié na systematyczng weryfikacje hipotez na

temat natury stanu ukladu nieskonczonego.

4. Czy podrecznikowe kryterium lokalizacji Motta-Hubbarda mozna by
zastosowaé do ukladu rozwazanego w §4.3.2 (Liquid to crystal transition)?

5. Wydaje sie, ze wyniki przedstawione w §4.3 (Wigner crystallization in
topological flat bands) warto byloby poréwnaé a analogicznymi wynikami dla tzw.
dwuwymiarowego gazu elektronowego (ang. two-dimensional electron gas —
2DEG). Rowniez warto byloby sprawdzié, czy stosowana metoda odtwarza wyniki
dla elektronéw uwiezionych w sieci typu plaster miodu (monowarstwowy grafen),
w przypadku ktorych, dla wypelnien zblizonych do poléwkowego, stosunek energii
kinetycznej do potencjalnej jest staly i krystalizacja Wignera nie zachodzi.

W konicowej czesci recencji zebralem pozostale uwagi, w przewazajgcej mierze

o charakterze technicznym / edytorskim:

* W poczatkowej czesci Introduction: brak klarownego rozréznienia faz
termodynamicznie stabilnych (tj. takich, w przypadku ktérych mamy globalne
minimum potencjalu termodynamicznego odpowiedniego do sytuacji) oraz
metastabilnych (ktérych przykladem mogg byé heterostruktury) sprawia wrazenie
pewnego pomieszania poje¢. Rzecz jasna, klasyfikacja Landaua przejs¢ fazowych
dotyczy wylgcznie tych pierwszych. Podobnie, stwierdzenie “they do not exhibit any
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broken symmetry” (patrz §1.1.1: Historical overview) jest nieprecyzyjne:
w rozwazanych przykladach nie mamy do czynienia ze spontanicznym ztamaniem
symetrii, jednak symetria moze (i czesto jest!) lamana przez czynniki zewnetrzne, np.
zewnetrzne pole magnetyczne tamie symetrie rotacyjng i odwrécenia czasu, za$

oddzialywanie z podtozem heterostruktury famie symetrie translacyjng.

* Roéwniez w Introduction, §1.1.3 (Adiabatic continuity [...]) pojecie przerwy (gap)
pojawia sie bez objasnienia o jaka dokladnie przerwe chodzi — w sekcji poSwieconej
dyskusji stanu podstawowego odwolanie do widma wzbudzen powinno zostaé
poprzedzone jednoznacznymi definicjami.

« §1.3.1 (Integer quantum Hall effect): napisano blednie, ze o.y, jest
proporcjonalne do pola B, w istocie jest ono odwrotnie proporcjonalne
(proporcjonalne jest Vy).

* §1.3.8 (Edge states): przyczyna zachowania py ze wzrostem energii pozostaje
niejasna; rozumowanie dotyczgce wlasnosci stanéw krawedziowych jest zatem
logicznie niespéjne.

* §2.1.2 (Exact diagonalization for fermions): wywoéd w kilku miejscach jest
niejasny; przydalby sie tutaj przepis dzialania operatoréw kreacji/anihilacji na stany
bazowe (ktéry pojawia sie nieco pézniej: §2.2.2, punkt The Jordan-Wigner mapping)
oraz garsé informacji o algorytmie generowania kombinacji (lub stosowne odsytacze
do literatury informatycznej).

* §3.1 (The model): wyrazenie na wielko$é zrenormalizowane (“z gwiazdkami”)
nie zachowujg odpowiednich jednostek. Wzoér na efektywny promiern Bohra powinien

mie¢ postac: ap* = (g/ &) aB (mo/ m*), podobnie wzér na Ry*.

* Tamze: analogia z dwuwymiarowym oscylatorem harmonicznym wydaje sie
dos¢ odlegla (inna zaleznos¢ radialna potencjatu), wspélne dla tych ukladow jest
oczywiscie zachowanie sktadowej z kretu orbitalnego.

* §3.2 (The Hubbard—Kanamori model): rachunki szczegélowe w tym rozdziale
lepiej byloby przenies¢ do dodatku na koncu pracy; konicowy Hamiltonian (3.14)
powinien zosta¢ uzupelniony definicjami symboli (sg one silnie rozproszowe we
wczesniejszych partiach tekstu).

* 8§4.3.1 (The setup): potencjal okreslany nazwg ekranowanego potencjatlu
Kulomba (screened Coulomb potential) znany jest szerzej pod nazwg potencjalu
Yukawy.



* §4.3.2 (Liquid-to-crystal transition): zdanie “There is no clear threshold filling
factor for the Wigner crystallization, the transition is rather continuous.” jest malo
precyzyjne. Zapewne, rozwazany uklad jest po prostu zbyt maly, aby mozna bylo
zaobserwowaé klarowne oznaki przejScia fazowego zachodzgcego w granicy
termodynamicznej. Przejrzystosci tekstu nie stluzy réwniez — praktykowane takze
w kilku innych miejscach — pomieszanie prezentacji wynikéw z ich dyskusja.

* W opisie Rys. 4.20: skrét “PCD” pojawia sie bez obja$nienia.

Nalezy podkreslié, ze przedstawiona wyzej seria drobnych uchybien — biorgc pod
uwage dlugo$é pracy — musi zostac¢ uznana za krétkg, i w najmniejszym stopniu nie
podwaza wartosci pracy. O starannosci doktoranta przekonuje takze fakt, ze w calym
tekscie pracy udalo mi sie znalezé tylko jeden biad literowy (s.133, “strengyh” zamiast
strength).

Uwagi koncowe

Bez watpienia, w swojej pracy doktorskiej mgr inz. Blazej Jaworowski podejmuje
aktualny i ciekawy temat badawczy, jakim jest préoba uzupelnienia klasyfikacji faz
topologicznych wystepujacych w fizyce materii skondensowanej o przypadki, w ktérych
rola oddzialywan (takze dalekozasiegowych) jest istotna. Doktorant musial dobrze
opanowa¢ Kkilka istotnie réznych metod obliczeniowych, jak réwniez przeprowadzié
analize wynikéw dla szeregu zréznicowanych modeli matematycznych (modele spinowe
oraz fermionowe dla sieci jedno- i dwuwymiarowych), ktérych wspélnymi cechami byla
silna przewaga energii potencjalnej nad energig kinetyczng kwaziczgstek jak réwniez
nietrywialny !adunek topologiczny charakteryzujacy pasma energetyczne. Taki
program naukowy nalezy uznaé¢ za ambitny, a wymierny wynik w postaci czterech
artykuléw opublikowanych w bardzo dobrych czasopismach fizycznych przed ztozeniem

pracy zasluguje na uznanie.

Chociaz pewne cechy samej rozprawy doktorskiej moga utrudniaé¢ lekture, jej
przygotowanie z pewno$cig nie bylo tatwe, chociazby z uwagi na silne zréznicowanie
materialu do prezentacji. Nalezy zatem uznaé, ze doktorant wywigzal sie takze z tego
zadania w spos6b zadowalajacy.

Wsréd szeregu interesujgcych wynikéw fizycznych przedstawionych w rozprawie
zwraca uwage koncepcja realizacji kubitu z wykorzystaniem fazy Haldane’a
w lancuchu kropek kwantowych. Co prawda stan takiego kubitu musialby byé
kontrolowany za posrednictwem pola magnetycznego, a pojawia sie takze watpliwos¢é
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w kwestii skalowalnosci uktadu (jak zrealizowaé wiecej kubitow i kontrolowac ich
wzajemne sprzezenia?); jednak szereg cech proponowanego ukladu (ochrona
topologiczna stanéw, kolektywny charakter stanu wielocialowego gwarantujacy
odporno$¢ na zaburzenia zewnetrzne) wyglada obiecujaco.

Autor przedstawil takze mechanizm otwierania przerwy energetycznej
rozdzielajgcej pasma, z ktérych co najmniej jedno ma nietrywialng topologie, na
przykladzie dwuwymiarowego modelu Lieba, w ktérym pojawia sie faza utamkowego
izolatora Cherna (z wypelnieniem 1/3). Szereg wynikéw dotyczacych m.in. wzbudzen
miedzypasmowych w ukladzie efektywnie jednowymiarowym (“cienki torus”) czy tez
wspélzawodnictwa faz izolatora Cherna i krysztatu Wignera
w modelach dwuwymiarowych zostalo niestety przedstawione raczej skrétowo, co nie
ulatwia oceny odpowiednich czesci pracy. Bez watpienia, wyniki poparte sg jednak
zaawansowanymi i w pelni profesjonalnymi obliczeniami numerycznymi, a ich bardziej

przejrzysta interpretacja nie bedzie trudna.

W podsumowaniu, jestem przekonany, ze przedstawiona mi do oceny praca
spelnia wszelkie ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim
i wnioskuje o dopuszczenie doktoranta do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Adam Rycerz



