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Niewiele jest zjawisk w przyrodzie, dla ktorych wyniki pomiarow wielkosci
fizycznych dane sa wprost przez fundamentalne state przyrody. W drugiej
potowie ubieglego wieku odkryto i opisano teoretycznie dwa zjawiska z tej
grupy: kwantowy efekt Halla i efekt Josephsona, ktore sq obecnie
wykorzystywane jako podstawy dziatania wzorcow jednostek oporu

i napiecia elektrycznego w uktadzie SI, czyli ohma i wolta. Dokonane na
poczatku XXI wieku odkrycie dwuwymiarowej odmiany alotropowej wegla,
czyli grafenu, pozwolito ulepszy¢ oparty na zjawisku Halla wzorzec ohma. Co
wiecej okazato sie, ze szereg charakterystyk materiatlowych grafenu, takich
jak przewodnictwo wtasciwe czy wspotczynnik absorpcji swiatta widzialnego,
dane jest przez state fundamentalne lub bezwymiarowe wspoétczynniki
liczbowe. Chociaz pomiary tych wielkosci z dokladnoscia metrologiczna nie sa
na razie mozliwe, bez watpienia zyskujemy unikalne mozliwosci testowania
modelu teoretycznego, jakim jest efektywne dwuwymiarowe réwnanie
Diraca-Weyla dla monowarstwowego grafenu.

W tym artykule skoncentrujemy sie na wynikajacych z efektywnego réwnania
falowego wartosciach przewodnictwa elektrycznego i tzw. szumu Srutowego, ktérego
definicja pojawi sie ponizej, dla grafenu zwracajac przy tym uwage, ze rachunki
szczegotowe (przy czym samego rownania Diraca nie bedziemy wyprowadzag, lecz
odwotamy sie do podrecznikdéw; podobnie postgpimy ze wzorem Landauera wigzacym
przewodnictwo z kwantowomechanicznym prawdopodobienstwem przejscia elektronu
przez uktad mikroskopowy) sg stosunkowo proste, a odwotujq sie zasadniczo do
narzedzi matematycznych nauczanych na pierwszym roku wiekszosci kierunkéw
Scistych i technicznych w Polsce.

Skad bierze sie opor elektryczny w temperaturze zera
absolutnego?

Na poczatek poszukamy zwieztej odpowiedzi na zadane powyzej pytanie. Opor
elektryczny, przynajmniej w ujeciu szkolnym, kojarzony jest zwykle z drganiami sieci
krystalicznej, ktére prowadzg do rozproszen elektronéw, wptywajac na ich ruch
kolektywny w sposéb podobny do tego, jak lepkos¢ cieczy wptywa na jej przeptyw:
elektrony, poddane dziataniu statego pole elektrostatycznego, lecz uwiezione
w krysztale, nie rozpedzajq sie bez ograniczen, osiagajq pewng predkos¢ graniczng,
ktdéra jest wprost proporcjonalna do wartosci przytozonego pola. Zapis matematyczny
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powyzszego zdania — z kilkoma dodatkowymi szczeg6tami — tworzy dobrze znany
model Drudego przewodnictwa, ktérego nie bedziemy tutaj przytaczac, a ktory zostat
wytozony miedzy innymi w znakomitym podreczniku autorstwa Charlesa Kittela [1].
Nadmienimy jedynie, ze zrédtem rozproszen elektrondw nie muszg by¢ koniecznie
drgania termiczne sieci, lecz takze nieporzadek wystepujacy np. w stopach metali,
réoznego rodzaju defekty, czy chociazby struktura polikrystaliczna materiatu.
Nadprzewodnictwo, czyli zanik oporu elektrycznego potaczony z idealnym
diamagnetyzmem prébki, jest tematem na osobny artykut; tutaj zaznaczymy jedynie,
ze wiele dobrych przewodnikéw (jak miedz, srebro czy ztoto) w ogdle
nadprzewodnictwa nie wykazuje, wedtug obecnego stanu wiedzy — nie wykazuje go
takze monowarstwowy grafen [2].

Rzecz wyglada nieco inaczej, gdy tadunek elektryczny ptynie przez uktad
nanoskopowy, taki jak kontakt punktowy w heterostrukturze pétprzewodnikowej [3],
nanorurka weglowa [4], czy tez drut kwantowy zbudowany z kilku atoméw [5].
Zaktadajqc dla prostoty, ze taki uktad nie posiada wewnetrznych stopni swobody
prowadzacych do degeneracji stanow kwantowych, innymi stowy — Ze w dostatecznie
matym przedziale energii AE mamy co najwyzej jeden stan (poziom) kwantowy —
zauwazamy, ze czas przelotu elektronu przez ukitad jest ograniczony z dotu przez
zasade nieoznaczonosci energii i czasu:

h
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Dalej, wigzac wspomniany przedziat energii z réznicg potencjatéw elektrochemicznych
w makroskopowych elektrodach (rezerwuarach) potaczonych z uktadem
nanoskopowym (por. Rysunek 1), mozemy napisac

AE =p —pg=elU, (2)
gdzie U oznacza rdznice potencjatdéw elektrostatycznych po obu stronach ukfadu, zas e
jest tadunkiem elementarnym (bez znaku). taczac powyzsze réwnania otrzymujemy

ograniczenie na prad elektryczny ptynacy przez uktad
2
e e

I=—<—U, (3)
At n
CO oznacza, ze przewodnictwo elektryczne
1 e?
G=—<—. 4
<7 (4)

Widzimy zatem, ze zasada nieoznaczonosci energii i czasu prowadzi do
skonnczonej wartosci przewodnictwa, a zatem do niezerowej wartosci oporu
elektrycznego, uktadu nanoskopowego.

Wzor Landauera-Biittikera i przewodnictwo sharvinowskie

W temperaturze bliskiej zera absolutnego (7 — 0) oraz w granicy liniowej
odpowiedzi, tj. sytuacji, w ktérej réznica potencjatéw elektrochemicznych takze
zmierza do zera (u; — ug = eU — 0), mozna pokazac, ze przewodnictwo elektryczne
uktadu nanoskopowego jest proporcjonalne do sumy prawdopodobienstw przejscia dla
tzw. moddéw normalnych w doprowadzeniach [6],

G =gy ), T,(Ep), (5)

gdzie g, oznacza kwant przewodnictwa, rowny 2¢%/h dla uktadéw wykazujacych

degeneracje spinowgq (dla grafenu bedzie to 4¢/h, z uwagi na dodatkowg degeneracje
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— nazywang dolinowg — zwigzang z obecnoscig dwoch nieréwnowaznych punktéw
Diraca w relacji dyspersji). Prawdopodobienstwa (7,) sq wyliczane poprzez rozwigzanie
(Sciste lub przyblizone) odpowiedniego réwnania falowego (Schrodingera lub Diraca)
dla ustalonej energii, ktéra — w zwigzku z przyjetymi zatozeniami — moze by¢
utozsamiona z energig Fermiego E,.. Co istotne, obliczenia prowadzimy zaktadajac
dodatkowo, ze pomiedzy makroskopowymi rezerwuarami a uktadem nanoskopowym
znajduja sie tzw. falowody, dla ktérych potrafimy podac (dla ustalonego E;)
rozwigzania w postaci fal biegnacych, ktérych liczba wynosi, odpowiednio, N, dla
falowodu lewego i N; dla prawego (por. Rysunek 1). Przyjmujemy takze, ze fala, ktéra
dociera do granicy falowdd-rezerwuar nigdy nie ulega odbiciu. Warto zauwazy¢, ze
suma wystgpujaca we wzorze (5) to $slad macierzy transmisji, ktéorego wartos¢ nie
zalezy od wyboru bazy; mozna zatem oczekiwac, ze wynik nie bedzie zalezat od tego,
jak doktadnie skonstrujemy wspomniane falowody, bedace — co warto podkresli¢ —
pomocniczg konstrukcjg, na ogoét niemajaca fizycznej interpretacji [7].

) (

Rysunek 1. Ilustracja zatozen fizycznych pozwalajacych na wyprowadzenie wzoru Landauera-
Blttikera (5). Cze$¢ gdrna: przyktadowe uktady nanoskopowe; od lewej: kwantowy kontakt
punktowy w heterostrukturze pétprzewodnikowej, nanorurka weglowa, drut kwantowy. Czes$¢
dolna: model réwnowazny, analizowany teoretycznie, zawierajacy elektrody makroskopowe
(z lewej i prawej strony) o ustalonych potencjatach chemicznych (y; i pg), falowody
przenoszace ustalong liczbe kanatéw (moddéw normalnych) N; i Ng, oraz cze$¢ centralng
(ciemny kwadrat) dla ktérej wyliczamy prawdopodobiefstwa przejscia (7,,) rozwigzujac
kwantowomechaniczne réwnanie falowe.
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Jak wspomniano wyzej, szczegoty obliczen (lub symulacji komputerowych)
prowadzacych do wyznaczenia wartosci prawdopodobienstw T, zaleze¢ beda od
geometrii rozwazanego uktadu. W przypadku, gdy falowody modelowane sg jako paski
o ustalonej szerokosci (W), na krawedziach ktérych funkcja falowa znika, mody
normalne majq postac fal ptaskich [8], dla ktérych sktadowa podtuzna wektora
falowego (k,) jest ciagta, zas sktadowa normalna (k,) jest skwantowana zgodnie

Z regutg .
m_ 2= -
k(" = o n=12,.. (6)

Rachunki sg szczegdlnie proste w przypadkach, gdy obszar centralny (zaznaczony
ciemnym kwadratem na Rysunku 1) rézni sie od doprowadzen wytacznie tym, ze
wystepuje tam zalezny od wspétrzedniej x (zorientowanej wzdtuz osi gtdwnej uktadu)
potencjat elektrostatyczny, na przyktad w formie bariery prostokatnej. Wéwczas
macierz transmisji ma postac diagonalng (nie wystepuje rozpraszanie pomiedzy
modami normalnymi), zas w szczegolnych przypadkach, jak wspomniana bariera
prostokatna, ale tez np. potencjat paraboliczny rozwazany przez Kemble'a w 1935
roku [9], mozliwe jest podanie zwartych wzordéw analitycznych.

Doktadnych wynikéw nie bedziemy tutaj przytaczaé, zaznaczymy jedynie, ze dla
rozwigzan otrzymanych metodg zszywania funkcji falowych (ang. mode-matching) dla
rownania Schroédingera, mozna zapisa¢ w przyblizeniu

1 if k, <k,

T, =Tk ~ 7
n=TED {0 if k,> k. (7)

co zapisujemy krocej jako T, ~ Ok, — ky(”)), gdzie O(x) oznacza funkcje schodkowa
Heaviside’a. W rownaniu (7) wprowadzamy wielkos¢ k. bedaca wektorem falowym,
ktory odpowiada energii Fermiego E,. (zaktadajac dla prostoty, ze relacja dyspers;ji jest
izotropowa) liczonej wzgledem wierzchotka bariery potencjatu w obszarze centralnym.
Dalej, przyjmujac, ze modéw dla ktérych k" < k; jest bardzo wiele (co zachodzi, jesli

kW > 1), a zatem sumowanie we wzorze (5) mozemy w dobrym przyblizeniu zastgpic
catkowaniem, otrzymujemy — poprzez réwnania (6) i (7) — wartos$¢ znang
w literaturze jako przewodnictwo sharvinowskie [10]

Wk

GSha.rvin ~ 8o : (8)
T

Warto zaznaczy¢, ze rozumowanie prowadzace do rownania (8) mozna
stosunkowo fatwo zaadoptowac rowniez dla przypadku, gdy potencjat elektrostatyczny
w obszarze centralnym jest w przyblizeniu staty, zas szerokos¢ obszaru
przewodzacego jest funkcjg potozenia wzdtuz osi podtuznej (x), zmieniajaca sie na tyle
wolno, ze rozpraszanie pomiedzy modami normalnymi mozna poming¢. Wspomniany
przypadek to tzw. balistyczny kontakt punktowy, pokazany schematycznie na
Rysunku 1 (czes¢ gdérna), ktory moze by¢ realizowany w heterostrukturach
potprzewodnikowych zawierajgcych dwuwymiarowy gaz elektronowy [6].

Szum sSrutowy i wspoétczynnik Fano

Drugq, obok przewodnictwa elektrycznego, wielkoscig charakteryzujacg uktady
nanoskopowe w temperaturach bliskich zera absolutnego jest natezenie tzw. szumu
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Srutowego. Upraszczajac nieco pojecia podrecznikowe zauwazmy, ze fadunek
elektryczny Q, przeptywajacy przez ukiad pokazany schematycznie na Rysunku 1
(czesc¢ dolna) w krotkim przedziale czasu At, jest zmienng losowq. Wartos$¢ oczekiwana
takiej zmiennej jest scisle zwigzana z wprowadzonym wczesniej przewodnictwem
elektrycznym G w granicy liniowej odpowiedzi (U - 0),

(Q) = GUAt. (9)
Przyczyng, dla ktorej warto$¢ Q mierzona w kolejnych przedziatach czasu bedzie
fluktuowad¢, jest dyskretna (ziarnista) natura tadunku elektrycznego.

Zaktadajac na chwile, ze elektrony przeskakujq z jednego rezerwuaru do
drugiego catkowicie niezaleznie od siebie dojdziemy do wniosku, ze przeptyw tadunku
jest procesem poissonowskim, a doktadniej — wielko$¢ Q/e podlega rozktadowi
Poissona; wariancja Q bedzie zatem proporcjonalna do podanej we wzorze (9)
wartosci oczekiwanej,

(0*-(0)?)

Poisson

=e<Q>=eUAtg02 T,. (10)

Wspotczynnik Fano definiujemy jako stosunek faktycznie mierzonej wariancji tadunku
przeptywajgacego przez uktad do wariancji danej wzorem (10), a doktadnie
2-(0) T,(1-T
(@-(y) _rna-1) (11)
<Q2 - <Q>2> Tn

Poisson
(Czytelnikéw zainteresowanych petnym wyprowadzeniem wzoru (11) odsytamy do
podrecznika Nazarova i Blantera [6].)

Ze wzoru (11) wynika w szczegdlnosci, ze granica poissonowska (F — 1)
realizowana jest w przypadku ztacza tunelowego, dla ktérego mamy 7, < 1 dla
kazdego n. Jest to przypadek kraricowo odmienny od rozwazanego wyzej uktadu
balistycznego wykazujacego przewodnictwo sharvinowskie; wéwczas, zastepujac jak
poprzednio sumowanie catkowaniem i korzystajac z przyblizenia danego wzorem (7),
otrzymujemy

2
Jak, (Tk,)
Frl—-— x0. (12)
[dk, T(ky)

W ogolnosci, dla uktadow fermionowych mamy zawsze 0 < F < 1; czynnik 1 -T,
wystepujacy w liczniku we wzorze (11) jest konsekwencjg zakazu Pauliego.
W przypadku wyidealizowanego uktadu balistycznego mamy F =0, co oznacza, ze
liczba zliczen elektronéw (Q/e) w ogdle nie fluktuuje w czasie. Mozna powiedzie¢, ze
elektrony tak bardzo unikajg swojego towarzystwa, ze “maszerujg” w rownych
odstepach. (Jest to, rzecz jasna, mozliwe wytgcznie w temperaturze zera absolutnego,
w innej sytuacji pojawi sie dodatkowo szum termiczny, czyli proporcjonalny do
wartosci przewodnictwa szum Nyquista-Johnsona, ktorego wptyw tutaj pomineliSmy.)

Zagadnienie rozpraszania dla dwuwymiarowego rownania Diraca

Korzystajac z zebranych powyzej informacji wprowadzajacych, policzymy teraz
— przy kilku dodatowych zatozeniach upraszczajacych — przewodnictwo elektryczne
paska grafenowego. Efektywne rownanie falowe dla elektronéw wedrownych w tym
dwuwymiarowym krysztale ma postac réwnania Diraca-Weyla, ktérego szczegdtowe



wyprowadzenie mozna znalez¢ np. w podreczniku Katsnelsona [11], a ktore
zapisujemy w postaci

[vpp -6 +VW|¥Y=EY, (13)
gdzie niezalezna od energii predkos¢ Fermiego dana jest wzorem v, = \/§t0a/(2h),
w ktorym 7, ~ 2.7eV oznacza catke przeskoku dla najblizszych sasiadéw w ptaszczyznie
grafenowej, zas a = 0.246nm to stata sieci (w rezultacie, przyblizona wartos¢ v, wynosi
okoto 1000km/s, jest zatem kilkakrotnie nizsza niz typowe predkosci Fermiego
w metalach). Pozostate symbole w réwnaniu (13) to kwantowomechaniczny operator

pedup =-in (ax, ay) (zapis 0; oznacza tutaj rézniczkowanie po wybranej wspétrzednej,
j=x,y),06= (ax, 0y> jest wektorem ztozonym z macierzy Pauliego [12], za$

o elektrostatycznej energii potencjalnej V(x) zaktadamy, ze zalezy wytacznie od
potozenia wzdtuz osi gtdwnej uktadu.

Przedstawione wyzej zatozenia sprawiajg, ze rozwigzan rownania (13) mozemy
poszukiwaé w postaci dwukomponentowej (czyli spinorowej) funkcji falowej
¢a) 13
Y= e, 14
(3 (4
gdzie ¢, oraz ¢, sa funkcjami x. Podstawiajac podany wyzej ansatz do réwnania (13)
otrzymujemy ukfad réwnan rézniczkowych zwyczajnych

E-V
b=kt i, (15)
VF
E-V
b= i~ ks, (16)
VF

gdzie primy po lewej stronie oznaczajg pochodne wzgledem x. Widzimy, ze w ukfadzie
rownan (15), (16) wielkosci k, oraz E petnig role parametrow, od ktorych zaleze¢ bedq
rozwigzania (w dalszej czesci, obliczajac m.in. przewodnictwo elektryczne,
utozsamimy energie z energig Fermiego, ktadac E = Ej).

Warto w tym miejscu skomentowad problem kwantowania wartosci pedu
poprzecznego (k,) w rownaniach (15), (16). Zaktadajac, ze sktadowa gestosci pradu

prostopadta do osi paska grafenowego znika na jego krawedziach (tj. dla y =0 oraz
y = W), co nazywane jest w literaturze tzw. uwiezieniem masowym (ang. mass
confinement) [13], otrzymujemy kwantowanie nieco inne niz w przypadku uktadu

schrodingerowskiego, patrz réwnanie (6), a doktadniej

1/2
o = 20D ia. (17)
w

W praktyce, zatozenia przyjete w dalszej czesci sprawig jednak, ze obliczajac wielkosci
mierzalne (G i F) bedziemy przybliza¢ sumy wystepujgce we wzorach (5) oraz (11)
catkami wzgledem dk; opisana zmiana kwantowania nie ma zatem dla naszych
rozwazan wiekszego znaczenia.

Rozwigzanie uktadu réwnan (15), (16) jest szczegdlnie proste w przypadku, gdy
elektrostatyczna energia potencjalna, czyli funkcja V(x) jest kawatkami stata.
Wodwczas, rozwigzania w poszczegdlnych sekcjach (tj. obszarach, w ktorych V(x) jest
state) majq postac fal ptaskich. Przyktadowo, dla E > V(x), fale biegngce w dodatnim
(+) i uyjemnym (-) kierunku wzdtuz osi x wygladajg nastepujgco

¢(+) — < 110> eikxx, ¢(_) — < 1_,-,9> e—ikxx, (18)
e
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gdzie zdefiniowano e = (k, + ik,)/kp, kp = (E — V(x))/hvp, oraz k. =/kz—kZ. Dla E < V(x)

rozwigzania w postaci fal biegnacych réwniez istniejg (jest to, nawiasem maédwigc,
kluczowa réznica pomiedzy rozwigzaniami bezmasowego réownania Diraca a zwyktego
rownania Schrédingera, ktéra prowadzi w szczegdlnosci do zjawiska znanego jako
tunelowanie Kleina) i rézniq sie od podanych we wzorze (18) jedynie niektorymi
znakami. Ich wyprowadzenie pozostawimy Czytelnikowi.

Na granicy obszardow réznigcych sie (lokalnie statg) wartoscig V(x) dokonujemy
zszywania funkcji falowych, ktére dla dwuwymiarowego réwnania Diraca sprowadza
sie do rozwigzania warunkow ciggtosci dla obu sktadowych spinorowej funkcji falowej
[14]. Przyktadowo, rozwazajac rozpraszanie z prawej strony nieciggtosci V(x) na strone
lewg, napiszemy

tp L) = pR) 4 ppRA), (19)
gdzie funkcje spinorowe z indeksami L i R rOznig sie wartosciami k. oraz k, [patrz wzér
(18)], charakteryzuje je jednak ta sama wartosc k,. Jesli rozwazania dotycza granicy
pomiedzy probka grafenu a obszarem grafenu przykrytym elektrodg metaliczng (zob.
Rysunek 2), rachunki mozna nieco uprosci¢ przyjmujac model elektrody gteboko
domieszkowanej, w ramach ktérego kfadziemy V(x) = — Vv (gdzie V_, — ), funkcje
falowe po lewej stronie mozemy wowczas zapisa¢ w postaci asymptotycznej

S o < 1 ) (20)

+1
gdzie dodatkowo pomineliSmy czynnik fazowy, ktory nie ma znaczenia dla dalszych
rozwazan. Po podstawieniu powyzszego do réwnania (19) rachunki sq juz bardzo
tatwe; podamy teraz wyniki dla prawdopodobienstw przejscia i odbicia

2cos @ 1 —cos@
T, = t2= - R, = [2:— 21
1=l 1 +cos@’ 1=l 1 +cos@’ (21)

ktére okazujq sie zaleze¢ wytacznie od kata padania fali ptaskiej 6, a doktadniej od
wartosci cosd = /1 — (ky/kF)z. Widzimy w szczegdlnosci, ze dla # = 0 mamy 7, = 1 (oraz

R, =0), co jest manifestacjg wspomnianego nieco wyzej tunelowania Kleina
(pokresimy, ze rozwazana tutaj bariera potencjatu ma nieskoriczong wysokosé).

Rysunek 2. Prostokatna probka grafenowa o szerokosci W (obszar biaty) podtaczona do
elektrod (obszary ciemne) oddalonych o odlegto$¢ L. Rozpraszanie elektrondéw Diraca na
granicy prébka-elektroda, dla kata padania ¢, charakteryzuja wspoétczynniki transmisji (7;)
i odbicia (R,) podane w réwnaniu (21).



Prawdopodobienstwo przejscia przez catg probke grafenowa, a zatem przez dwa
uskoki potencjatu elektrostatycznego wystepujace na granicy probka-elektroda (zob.
Rysunek 2) najprosciej bedzie policzy¢ korzystajac ze wzoru dla podwdjnej bariery,
ktérego przejrzyste wyprowadzenie mozna znalez¢ np. w podreczniku Datty [15],

T,T
— 112 i (22)
1 + R1R2 -2 R1R2 COS ¢

Tl 2

gdzie wprowadzono przesuniecie fazowe ¢ =k, L = L,/k? — kyz, Zwigzane z propagacjq

fali ptaskiej wzdtuz osi gtdwnej. (Zaznaczmy tutaj, ze tak wprowadzone przesuniecie
fazowe implikuje rdwniez zatozenie, ze ewentualne odbicia od bocznych krawedzi
ukfadu nie zmieniajg wartosci k,; w praktyce bedzie to oznaczad, ze rozwazania

koncentrujemy na uktadach, dla ktérych W > L). Zaktadajac symetrie bariery, T, =T},
R, = R,, i podstawiajgc wzory podane w réownaniu (21), mozemy teraz jawnie zapisac

Ty, jako funkcje k, oraz E,
-1

2
k
Ty, =Ty (E) = |1+ <7y> sin(xL)| (23)

gdzie

\JkE—kZ, o for k| < kg,

x = (24)
i\[k2—i2, for |k |> kp,

zas wektor falowy Fermiego, po przyjeciu dla obszaru probki V(x) = 0, jest rowny

kp = | E|/(hvr). Warto$¢ bezwzgledna w ostatnim wyrazeniu bierze sie stad, ze wzory
(21) i dalsze wyniki beda identyczne dla E < 0; szczegdtowe sprawdzenie tej
prawidtowosci pozostawimy Czytelnikowi.

Przewodnictwo elektryczne i szum srutowy dla grafenu

Konsekwencje fizyczne podanego wyzej wyrazenia na prawdopodobienstwa
przejscia T, (E), patrz wzory (23) i (24), omowimy teraz dla dwdch sytuaciji fizycznych:

probki neutralnej tadunkowo (k. = 0) oraz granicy sharvinowskiej (kW > 1).

W pierwszym przypadku (k = 0), dostajemy x =i|k,| i mozemy skorzystac
z tozsamosci sin(i x) = i sinh x, otrzymujac zaskakujgco proste wyrazenie

Tky(()) = m- (25)

W granicy W > L, sumy wystepujace we wzorach na przewodnictwo landauerowskie G
(5) i czynnik Fano F (11) mozemy przyblizy¢ catkami [patrz wzér (17)], otrzymujac

W[ W
; 1,0~ — L dk, T (0) = —, (26)
oraz

o0

> 2w
dk, (Tky(0)> =3 (27)

¥ (1,0) = |

n 0



Po uwzglednieniu wiasciwej dla grafenu, czterokrotnej degeneracji standw z uwagi na
obecnos¢ spinowych i dolinowych stopni swobody (kwant przewodnictwa wynosi zatem
go = 4e*/h), otrzymujemy wartosci przewodnictwa i czynnika Fano
2
_e W F=1-2-1 (28)
zh L 3 3
Warto$é G « W/L (zamiast, jak w typowym uktadzie balistycznym, G « W) oznacza, ze
neutralny fadunkowo grafen wykazuje uniwersalne przewodnictwo wtasciwe,
o, = 4e?/(zh), ktorego warto$¢ na dodatek zdeterminowana jest przez uniwersalne state
przyrody. Nieprzypadkowa jest takze warto$¢ wspdtczynnika Fano F = 1/3, jest to
bowiem wartos¢ charakterystyczna dla przewodnikdw ohmowskich (z nieporzadkiem).
W kontekscie grafenu méwi sie czesto o przewodnictwie pseudodyfuzyjnym dla
podkreslenia, ze uktad balistyczny — w odpowiednim obszarze parametrow —
doskonale emuluje przewodnik ohmowski. Warto podkresli¢, ze wartosci teoretyczne
podane we wzorze (28) zostaty z zadowalajaca doktadnoscig potwierdzone
doswiadczalnie w 2008 roku [16].

W granicy sharvinowskiej (kW > 1) sytuacja wyglada nieco inaczej. Mozemy
wowczas przyjac, ze wptyw modow, dla ktérych k, > k. jest zaniedbywalnie maty (sg to
tzw. mody ewanescentne) i ograniczy¢ rozwazania do k, < k.. Dalej zauwazamy, ze
podczas sumowania wartosci Tky(E) (lub ich poteg) po k, < k, wyrazenie

y
y

sin? (L‘ [kE - ky2> we wzorze (23) bedzie szybko oscylowa¢, szczegdinie dla k,

zblizajgcego sie do k. Rozsgdne wydaje sie zatem zastgpienia argumentu sinusa fazg
przypadkowaq i usrednienie wyniku, co prowadzi do przyblizenia

(" d / 2
(Tky>approx - ;JO 1+ (k}2/2> sin? ¢ VT <kY/kF> ’ =0)

gdzie skorzystaliSmy z catki tablicowej

Crp e
I(a) = HJO 1+612Si1’12¢ = m/ (29)

podstawiajac a = k,/x = k,/\/kz —k;. Wz6r (28) to nic innego jak dirakowska wersja

wzoru (7) dla typowego uktadu balistycznego; obliczajac przewodnictwo
landauerowskie ponownie mozemy przyblizy¢ sumowanie catkowaniem, otrzymujac

G~ ﬂJdek (T ) e (30)

~ 7 )y y ky approx - 4 Sharvin/s

gdzie przywotalismy wartos¢ przewodnictwa sharvinowskiego dang wzorem (8).
Wspétczynnik /4 jest konsekwencjg faktu, ze po prawej stronie réwnania (28)
w miejscu, gdzie wczesniej wystepowata funkcja schodkowa O(kr — k), pojawito sig
wyrazenie opisujgce tuk okregu; przewodnictwo grafenu poza punktem neutralnosci
tadunkowej jest zatem zredukowane w poréwnaniu z typowym ukfadem balistycznym.
Co ciekawe, wyprowadzajac rownanie (30) nie zaktadaliSmy wprost, jak to miato
miejsce przypadku réwnania (28), ze stosunek szerokosci do dtugosci probki W/L > 1;
hipotetycznie, wynik dany wzorem (30) moze zatem mie¢ zastosowanie zawsze, gdy
spetniony jest warunek kW > 1, bez wzgledu na warto$¢ W/L . W praktyce trudno
jednak wyobrazi¢ sobie, aby dla prébek niespetniajacych warunku W/L > 1 mdgt miel
zastosowanie wzor (22) na transmisje podwodjnej bariery, bedacy podstawg catego
rozumowania. Wydaje sie, ze w przypadku prébek grafenowych z L > W trudne do
kontrolowania efekty krawedziowe znaczaco modyfikujg przewodnictwo [17].

9



Aby policzy¢ czynnik Fano, nalezy skonstruowac¢ podobne przyblizenie dla T,fy.
Wyliczamy zatem [18]

(T2> _ Jﬂ d —
ky approx T 2 B
ot 0 L (k32 sin2

co ostatecznie prowadzi do wyniku

kg 2
i dk, (Tky>
approx

T Ingky(Tky) )

Ta zaskakujaca (niezerowa) wartos¢ szumu Srutowego jest dosc bliska wynikom
otrzymanym doswiadczalnie przez zespot z Helsinek [16], ktére zawierajq sie

w przedziale F = 0.10 + 0.15. Proporcje dtugosci bokéw prébek uzytych w tym
doswiadczeniu wynosity W/L ~ 24. Warto podkresli¢, ze pomiary szumu Srutowego
urzadzen nanoskopowych zawierajacych komponenty z réznych materiatow nie sq
tatwe; w literaturze pojawity sie takze wyniki sugerujace, ze zalezno$¢ szumu
Srutowego od wypetnienia uktadu jest staba, z wartoscig zawsze bliskgq F ~ 1/3 [19].

(32)

1
=g

approx

Uwagi koncowe

Opis wzbudzen niskoenergetycznych kwaziczastek w grafenie na pierwszy rzut
oka wydaje sie trudny, z uwagi na spinorowg strukture efektywnego réwnania Diraca-
Weyla, nietypowy (bo niezawierajacy pochodnych przestrzennych) operator pradu, jak
rowniez szereg zaskakujgcych wiasnosci rozwigzan (w tym tunelowanie Kleina). Co
wiecej, zdarzajg sie sytuacje, w ktorych potrafimy rozwigzacé analitycznie
dwuwymiarowe réwnanie Schrodingera (opisujace elektrony w heterostrukturach
potprzewodnikowych), jednak po zmianie operatora energii kinetycznej na dirakowski
jeste$my skazani na catkowanie numeryczne (tak dzieje sie w przywotanym powyzej
przypadku rozpraszania na potencjale parabolicznym, za wyjatkiem E =0). W tym
krétkim artykule pokazaliSmy, ze pewne zagadnienia szczegétowe dotyczace
transportu kwantowego w grafenie, jak przewodnictwo elektryczne prébki o ksztatcie
prostokatnym (zaréwno w punkcie neutralnosci tadunkowej jak réwniez z dala od
niego), mogq by¢ rozwigzane z uzyciem technik matematycznych i aparatu
pojeciowego dostepnego dla studentdw poczatkowych lat fizyki i kierunkow
pokrewnych. Czytelnikom zainteresowanym tg tematykg polecamy takze, dostepne
w repozytorium arXiv, elementarne wyprowadzenie wspotczynnika absorpcji $wiatta
dla monowarstwowego grafenu [20].
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