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Jakie niespodzianki sprawił grafen?
O mechanice kwantowej
Grafen i równanie Diraca

Po pierwsze: istnieje!
Dlaczego istnienie grafenu zaskakuje?
Elektrony w grafenie można zobaczyć!

Krystaliczne odmiany alotropowe węgla (w 2004 r.)
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Pierwsze próbki grafenu (2004/05)

K.S. Novoselov

A.K. Geim
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Grafen a twierdzenie Mermina-Wagnera

⇒ For graphene: L < 1030 m (Thompson-Flagg et al., EPL (2009)
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Po pierwsze: istnieje!
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Skąd wiemy ile warstw grafenu widać?

Nair et al., Science 320, 1308 (2008).
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Podstawowe zasady mechaniki kwantowej

Zasada superpozycji

Zasada(-y) nieoznaczoności:
�x�p > ~

2
, �E �t > ~

2
, . . .

Kwantowa nierozróżnialność:
Obiekty kwantowe występuję w praktycznie nieskończonej
liczbie jednakowych kopii (mamy np. 1080 identycznych atomów
wodoru we Wszechświecie!)
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Konsekwencje kwantowej nierozróżnialności

Funkcja falowa dla układu zawierającego N cząstek:

Ψ(r1, . . . , rj , . . . , rk , . . . , rN) = ±Ψ(r1, . . . , rk , . . . , rj , . . . , rN)

(“+” dla bozonów, “−” dla fermionów)

⇒ Statystyki kwantowe: fBE =
1

e
E�µ
kBT � 1

, fFD =
1

e
E�µ
kBT + 1
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Kwantowy trójkąt metrologiczny
Dlaczego zjawiska, w których wielkości mierzone wyrażają się przez
fundamentalne stałe przyrody, są ważne?

QHE: RH = h/(⌫e2), ⌫ = 1, 2, . . .

RK = h/e2 = 25812.807456(6)⌦

I [A]

(m, kg, s)

(V, A, Hz)

()

Pompa kwantowa (?)
I = const ⇥ e f

f [Hz]

U [V]

Efekt Josephsona:

I / sin

✓
4⇡eV

h

◆

) fJ = 2eV/h,

KJ = 2e/h =
= 483597.853(3) GHz/V
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Koncepcja efektywnych kwazicząstek
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Masy efektywne i dynamika efektywna

F

FW

G

FW

G
FW � G ⌘ F > 0 ) balon startuje.

Jeśli F = ma, gdzie m – masa balonu
z zawartościa̧, wówczas: a = 8 � 10 g (!)
(gdzie g = 9.8 m/s2 )

W rzeczywistości: a ⇡ 1.5 g, co oznacza,
że m ! me↵ ⇡ 5 � 6 m.

() Balon startuje wraz z otaczaja̧cym
powietrzem)

P lywanie wypornościowe:
FW = G.

Nieprzekraczalna prȩdkość: v 6 vgr,
gdzie vgr to prȩdkość najd luższej
fali generowanej przez statek.

Jeśli F = me↵ a , to

me↵
v!vgr�! 1 (!!)
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Philip Russell Wallace	
(1915-2006)	
	
W Montrealu: 1943-46
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Struktura elektronowa grafenu: Wprowadzenie

Adapted from: www.physics.upenn.edu/~kane/pedagogical/295lec3.pdf
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E

kx
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KK ′

B

A

x

y

Wallace 1947: opis grafenu jako półmetalu
Slonczewski-Weiss-McClure 1957/8: model struktury
pasmowej grafitu i grafenu

Niech δk = k− K, |δk|a� 1: |E | = ~vF |δk| gdzie

vF ≡ 1
2

√
3τa/~ ≈ 106 m/s, a = 0.246 nm, τ ≈ 3 eV.

{ Koncepcja relacji dyspersji: Elektron w krysztale zachowuje się niemal
jak cząstka swobodna; zależność energii od pędu E = p2/(2m) zastąpiona
bardziej skomplikowaną funkcją E(p). }
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Efektywne równanie Diraca dla grafenu

“. . . it may be possible to fabricate a graphite monolayer where
the effects which we describe may be observable.”
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Czym jest równanie Diraca?

Mechanika kwantowa: Operatory, wartości własne, wektory
własne (funkcje falowe)

HΨ = EΨ, H =
p2

2m
, p = −i~

∂

∂x
.

Jak skwantować relatywistyczny związek energii i pędu

E =
√

p2c2 + (mc2)2 ?

Pomysł Diraca: Poszukajmy A i B, takich aby
√

p2c2 + (mc2)2 = Apc + Bmc2.

Odpowiedź (w 1 wymiarze przestrzennym):

A = σx =

(
0 1
1 0

)
, B = σz =

(
1 0
0 −1

)
.
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W przestrzeni trójwymiarowej:
√

p2c2 + (mc2)2 = α1cpx + α2cpy + α3cpz + βm0c2 ≡ H,

przykładowa reprezentacja:

αj =

(
0 σj
σj 0

)
, β =

(
σ0 0
0 −σ0

)
,

gdzie

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Konsekwencje (ogólne): Istnienie antycząstek, wewnętrzne
stopnie swobody (spin elektronu).

Konsekwencje dla fizyki materii skondensowanej:
mec2 = 511 keV, typowe energie w kryształach ∼ 1 eV (?!)
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Efektywne równanie Diraca dla grafenu

E

kx

ky

KK ′

B

A

x

y

Parametryzacja funkcji falowej: Ψ(r) =

(
ψA
ψB

)
eiK·r +

(
ψ′A
ψ′B

)
eiK′·r.

Dla otoczenia p-ktu K : ~vF
i

(
0 ∂x−i∂y

∂x +i∂y 0

)(
ψA
ψB

)
=E
(
ψA
ψB

)
,

gdzie vF ≡
√

3
2 ta/~≈ 106 m/s, t ≈ 3 eV, a= 0.246 nm.

Inny zapis: H0Ψ = EΨ, gdzie H0 = vFσ · p, σ = (σx , σy ), zaś
p = −i~(∂x , ∂y ). Dla B 6= 0: p → p − e

c A.
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Uniwersalne przewodnictwo monowarstwy

G =
2e2

h

∞∑

n=−∞

1
cosh2[π(n + α)L/W ]

W�L' 4e2

πh
W
L
,

gdzie α = 1
2 dla tzw. uwięzienia masowego (ΨA|y=0 = ΨB|y=0,

ΨA|y=W= −ΨB|y=W ).

Przewodnictwo właściwe: σ = GL/W = 4e2/(πh) ≡ σ0 .

Teoria: Katsnelson (2006); Tworzydło et al. (2006)
Eksperyment: Miao et al., (2007); Danneau et al., (2008).
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Co dwie warstwy . . . to nie 2× jedna !

E = "L

k`

"L =
�1

4

✓
�3

�0

◆2

⇡ 1 meV

k` =
2p
3

�1�3

a�2
0

⇡ 0.05 nm�1

[ Źródło: IEEE Spectrum, 2009; McCann & Koshino, 2013 ]
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Wpływ γ3 6= 0 na transport kwantowy

Zasada nieoznaczoności a rozdzielczość energetyczna:

∆E > ~
∆t
∼ ~vF

L
,

gdzie przyjęto ∆t ∼ tflight ≈ L/vF .
�E / 1/L

Warunek ∆E . 2εL prowadzi do

L & ~vF

2εL
=
√

3
γ3

0

γ1γ
2
3

a ≈ 400 nm,

gdzie γ0 = 3.16 eV, γ1 = 0.38 eV, γ3 = 0.3 eV, a = 0.246 nm.

⇒Wpływ γ3 6= 0 na transport kwantowy zależy od rozmiaru
próbki; ujawnia się w przedziale: 100 nm < L < 1µm.
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[ Oznaczenia: t⊥ ≡ γ1, t ′ ≡ γ3 ]

Nieprzemienne granice:
( γ3/γ0 → 0 ⇔ d → ∞, gdzie
d – odległość między w-wami)

lim
L→∞

lim
d→∞

σBLG = 2σ0

lim
d→∞

lim
L→∞

σBLG = 6σ0 (!)

Zaskakująca analogia
z układami wykazującymi
spontaniczne łamanie
symetrii !

Grzegorz Rut & AR:
⇒ PRB 89, 045421 (2014)
⇒ EPL 107, 47005 (2014)
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Zjawisko fizyczne w grafenie Zw. z r.Diraca
Połówkowy QHE: GH = ν e2/h,

gdzie ν = 4× (0,±1/2,±3/2, . . . )
Novoselov et al.; Zhang et al., 2005: T ∼ 10 K TAK
Novoselov et al., 2007: T = 300 K (!)
Uniwersalne przewodnictwo właściwe
Novoselov et al., 2005: σmin ∼ e2/h = (26 kΩ)−1 TAK
Miao et al., 2007: σmin ≈ (4/π) e2/h
Kwantowanie absorpcji światła:
Nair et al., 2008: Pa/Pi = πα ≈ 2.3 % TAK
Rekordowe przewodnictwo cieplne
Balandin et al., 2008: K ≈ 5× 103 W/mK TAK
Wytrzymałość na rozciąganie; moduł Younga
Lee et al., 2008: 130.5 GPa; 1 TPa NIE
Odwracalne przejście grafen-grafan
Elias et al., 2009 NIE
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Nadprzewodnictwo w dwuwarstwowym grafenie

⇒ Cao et al., Nature 556, 43 (05 April 2018).
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Nie tylko grafen

Atomically	
-thin	
2D	

crystals

Dirac 
materials
graphene,
silicene(?)
germanene(?)

h-BN, h-AlN(?)

MoS2, HfSe2, ...

Black-P

Artificial graphenes & analogs
Topolog. insulators: HgTe/CdTe,
Bi1−xSbx , Bi2Se3, Bi2Te3, ...
d-wave superconductors
Weyl semimetals

For a review of the topic, see: Wehling et al., Adv. Phys. 76, 1 (2014)
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