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Streszczenie

Przedstawiono nowa̧ metodȩ optymalizacji bazy jednocza̧stkowej dla ścísle rozwia̧-
zywalnych uk ladów silnie skorelowanych fermionów a także jej zastosowanie dla
moleku ly H2 oraz krótkich  lańcuchów liniowych zawieraja̧cych N = 3÷10 atomów
wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi. W tym celu wprowadzono naj-
pierw zrenormalizowane równanie falowe dla pojedynczej cza̧stki w środowisku
oddzia lywuja̧cych cza̧stek. Wykazano, że przybliżenie, w którym uwzglȩdniamy
tylko oddzia lywania najbliższych sa̧siadów prowadzi do niefizycznego zachowa-
nia (kolapsu)  lańcucha dla wartości sta lej sieci R/a0 ≈ 3; zachowanie to znika
po uwzglȩdnieniu w hamiltonianie pozosta lych oddzia lywań (wszystkich ca lek
dwucentrowych). Stan podstawowy uk ladu opisanego tak rozszerzonym hamilto-
nianem okaza l siȩ metalem dla R/a0 ≈ 2 i izolatorem antyferromagnetycznym dla
wiȩkszych wartości. Skonstruowano model uwzglȩdniaja̧cy dimeryzacjȩ  lańcucha
liniowego i wykazano znikomy wp lyw tego zjawiska na stan podstawowy dla  lańcu-
chów o d lugości N ≥ 6. Zaproponowana metoda może być zastosowana do bada-
nia silnie skorelowanych stanów elektronów w kropkach kwantowych i innych
niskowymiarowych, ścísle rozwia̧zywalnych uk ladach w przestrzeni Focka.
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1 Wprowadzenie

Opis kwantowy uk ladów skorelowanych fermionów jest jednym z kluczowych
problemów wspó lczesnej fizyki teoretycznej materii skondensowanej. Chodzi tu-
taj o tak interesuja̧ce materia ly jak nadprzewodniki wysokotemperaturowe, uk lady
z przej́sciem metal - izolator i uk lady z ciȩżkimi fermionami [1], opis u lamkowego
kwantowego efektu Halla czy też stanu skondensowanego 3He. Można również
oczekiwać zastosowań astrofizycznych, w opisie gwiazd neutronowych i innych
form plazmy kwantowej (jak plazma kwarkowo-gluonowa) w sytuacji, gdy podej-
ście perturbacyjne zawodzi.

W wielu przypadkach zaobserwowano interesuja̧ce podobieństwo zjawisk ob-
serwowanych doświadczalnie, w tym kwantowych przej́sć fazowych, do zachowa-
nia prostych modeli kwantowych elektronów na sieci takich, jak na przyk lad
model Hubbarda [2], t-J [3], Kondo [4], czy też model Andersona [5]. Wszys-
tkie te modele zawieraja̧ parametry mikroskopowe, takie jak ca lka przeskoku t
(ewentualnie z ca lka̧ hybrydyzacji V ), oddzia lywanie kulombowskie na wȩźle U ,
miȩdzywȩz lowe K oraz ca lka wymiany J . Wszystkie te parametry sa̧ funkcjo-
na lami określonymi na jednocza̧stkowych funkcjach bazowych, dla których kon-
struujemy przestrzeń Focka i wyprowadzamy hamiltoniany poszczególnych mo-
deli w reprezentacji drugiego kwantowania. Energia stanu podstawowego uk ladu
jest zwykle rozważana jako funkcja tych parametrów. W takim ujȩciu otrzy-
mane zosta ly ścis le rozwia̧zania jednowymiarowego modelu Hubbarda [6], modeli
domieszki Kondo i Andersona [7] oraz jednowymiarowej sieci Kondo [8]. Do-
prowadzi lo to do interesuja̧cych wniosków, na przyk lad takiego, że stan pod-
stawowy  lańcucha Hubbarda z jednym elektronem przypadaja̧cym na atom jest
izolatorem Motta dla dowolnie ma lych wartości U/t. Wyniku tego nie można
otrzymać w ramach rachunku zaburzeń. Sa̧ również prowadzone rachunki nu-
meryczne, metodami ścis lej diagonalizacji, dla uk ladów skończonych z periodycz-
nymi warunkami brzegowymi, jak na przyk lad p laszczyzny CuO2 w nadprzewod-
niku wysokotemperaturowym [12].

Standardowe podej́scie do uk ladów skorelowanych fermionów polega na bada-
niu w lasności stanu podstawowego w zależności od parametrów bezwymiarowych,
np. t/U , K/U , przyjmowanych jako zadane. Warunkiem jest oczywíscie maksy-
malne uproszczenie modelu, czyli zaniedbanie parametrów, które uważamy za ma-
 le lub nieistotne dla fizyki rozważanego problemu. Pozwala to sporza̧dzić diagram
fazowy i porównywać wyniki dla poszczególnych obszarów fizycznych z doświad-
czeniem. Nasuwa siȩ naturalne pytanie, czy nie można by rozważać energii
stanu podstawowego EG jako funkcjona lu określonego bezpośrednio na funk-
cjach bazowych i optymalizować bazy jednocza̧stkowej? Pozwoli loby to rozważać
w lasności uk ladu wy la̧cznie jako funkcje jego parametrów geometrycznych (w naj-
prostszej wersji: po prostu sta lej sieci R), zaś hamiltonian móg lby zawierać w za-
sadzie dowolnie dużo wyrazów, np. opisuja̧cych oddzia lywania dalszych sa̧siadów.
Ograniczenia wynikaja̧ z faktu, że baza jednocza̧stkowa musi być opisana przez
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skończona̧ liczbȩ parametrów wariacyjnych, które maja̧ być optymalizowane dla
zadanego R (w najprostszej wersji takim parametrem jest tylko rozmiar orbity
funkcji atomowej typu 1s), oraz z konieczności, zwykle numerycznego, wyliczania
ca lek dla zadanej bazy jednocza̧stkowej.

Takie podej́scie, przedstawione w artykule [9] zostanie krótko opisane w nas-
tȩpnym rozdziale. Przedstawimy także jego nieco zmodyfikowana̧, w stosunku
do artyku lu [9] wersjȩ dla ogólnej klasy wariacji funkcji atomowej w modelu
jednopasmowym, wraz z uogólnieniem na przypadek temperatur skończonych.
W Rozdziale 3 opiszemy zastosowanie [9] metody do modelu moleku ly H2 trak-
towanej jako zagadnienie dwucentrowe [19].

Rozdzia ly 4-7 zawieraja̧ oryginalne wyniki numeryczne autora dla skończonych
 lańcuchów jednowymiarowych z periodycznymi warunkami brzegowymi. W szcze-
gólności, zostanie przedstawione niefizyczne zachowanie uk ladu (kolaps dla ma lych
sta lych sieci), które pojawia siȩ w przybliżeniu najbliższych sa̧siadów, tj. gdy
zaniedbujemy zarówno ca lki przekrywania, jak i wyrazy w hamiltonianie odpo-
wiadaja̧ce dalszym sa̧siadom w  lańcuchu (por. Rozdzia l 4). Nastȩpnie pokażemy,
że zachowanie to zmienia siȩ po uwzglȩdnieniu dalszych sa̧siadów (por. Rozdzia l 5).
Na koniec, wprowadzony zostanie model ogólniejszy, w którym uwzglȩdniono
możliwość dimeryzacji, czyli  la̧czenia siȩ par atomów  lańcucha w stany typu
cza̧steczki (por. Rozdzia l 6), a także opis uporza̧dkowania magnetycznego  lańcu-
chów z oddzia lywaniami dalszych sa̧siadów oraz przej́scia metal - izolator w tych
uk ladach (Rozdzia l 7).

Podsumowuja̧c, g lównym celem pracy jest dyskusja ścis lego rozwia̧zania mo-
delu jednopasmowego silnie skorelowanych elektronów w skończonym  lańcuchu li-
niowym z periodycznymi warunkami brzegowymi, z uwzglȩdnieniem oddzia lywań
parowych pomiȩdzy wszystkimi atomami. Procedura ta jest dodatkowo wzbo-
gacona o optymalizacjȩ dok ladnych jednocza̧stkowych funkcji Wanniera zapro-
ponowana̧ w pracy [9]. W wyniku takiej optymalizacji otrzymujemy fundamen-
talne charakterystyki uk ladu, takie jak energia stanu podstawowego czy funkcje
korelacji, w zależności od odleg lości miȩdzy atomami (czyli sta lej sieci R), a nie
tylko w funkcji parametrów mikroskopowych. Także parametry mikroskopowe,
takie jak t, U , K itp. sa̧ otrzymywane w funkcji sta lej sieci R.
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2 Metoda optymalizacji bazy jednocza̧stkowej

2.1 Uk lad elektronów na sieci: hamiltonian

Rozważania uk ladów oddzia lywuja̧cych fermionów rozpoczynamy od koncepcji
spinorowych operatorów pola, które dla zupe lnej, ortonormalnej bazy jednocza̧st-
kowej {wi(r)χσ} sa̧ zdefiniowane nastȩpuja̧co:

Ψ̂(r) =
∑

iσ

wi(r)χσaiσ, (2.1)

gdzie funkcje spinowe sa̧ zdefiniowane w zwyk ly sposób z globalna̧ osia̧ kwan-
towania jako:

χ↑ =

(

1
0

)

, χ↓ =

(

0
1

)

; (2.2)

zaś aiσ jest operatorem anihilacji cza̧stki w stanie |iσ〉. Hamiltonian dla uk ladu
oddzia lywuja̧cych fermionów, zapisany za pomoca̧ operatorów pola (2.1), ma
postać:

H =
∫

d3rΨ̂†(r)T (r)Ψ̂(r)+

+
1

2

∫

d3r1d
3r2Ψ̂

†(r1)Ψ̂
†(r2)V (r1 − r2)Ψ̂(r2)Ψ̂(r1). (2.3)

Zamiast rozważać problem w dowolnej bazie zupe lnej {wi(r)χσ} możemy zasto-
sować podej́scie wariacyjne: w pierwszym kroku znaleźć szczególna̧ bazȩ, w któ-
rej hamiltonian (2.3) jest rozwia̧zywalny ścísle, a nastȩpnie zoptymalizować wyj-
ściowa̧ bazȩ {wi(r)}. Na tym dodatkowym kroku polega g lówna idea metody
optymalizacji bazy jednocza̧stkowej, zaproponowanej w artykule [9].

W przypadku uk ladu oddzia lywuja̧cych elektronów na sieci, w przybliżeniu
nierelatywistycznym, cz lony jedno- i dwucza̧stkowy hamiltonianu w reprezentacji
pierwszego kwantowania wyrażaja̧ siȩ wzorami:

T (r) = − h̄2

2m
∇2 + U(r), V (r1 − r2) =

e2

|r1 − r2|
, (2.4)

gdzie U(r) jest potencja lem periodycznym wytworzonym przez jony sieci krysta-
licznej. Ponieważ operatory (2.4) sa̧ z za lożenia niezależne od spinu, hamiltonian
(2.3) można zapisać w równoważnej postaci:

H =
∑

ijσ

tija
†
iσajσ +

1

2

∑

ijkl

Vijkl

∑

σ

(

a†iσa
†
jσalσakσ + a†iσa

†
jσ̄alσ̄akσ

)

, (2.5)

gdzie tij = 〈wi|T |wj〉 jest ca lka̧ przeskoku (hoppingu) elektronu dla funkcji
bazowych scentrowanych, odpowiednio, na atomie i-tym i j-tym, zaś Vijkl =
〈wiwj|V |wkwl〉 - elementem macierzowym ich oddzia lywania kulombowskiego.
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2.2 Optymalizacja bazy jednocza̧stkowej: przypadek ogól-

ny

Obliczenie wartości oczekiwanej hamiltonianu (2.5) pozwala zapisać wzór na ener-
giȩ stanu podstawowego:

EG ≡ 〈H〉 =
∑

ij

tijCij +
1

2

∑

ijkl

VijklCijkl = E1 + E2, (2.6)

gdzie wprowadzono jedno- i dwucza̧stkowe funkcje korelacji:

Cij =
∑

σ

〈

a†iσajσ
〉

, Cijkl =
∑

σ

〈

a†iσa
†
jσalσakσ + a†iσa

†
jσ̄alσ̄akσ

〉

. (2.7)

W standardowym ujȩciu modeli skorelowanych fermionów elementy tij i Vijkl

traktowane sa̧ jako zadane sta le, które określaja̧ podstawowe obszary fizyczne
modelu: granicȩ metaliczna̧ dla |E1| >> E2, obszar silnie skorelowany (lub izo-

lator w przypadku po lówkowego wype lnienia pasma) dla |E1| << E2 oraz uk lad
z przej́sciem metal-izolator (typu Motta) dla |E1| ≈ E2. Kluczowa rola ko-
relacji elektronowych w obszarze pośrednim by la szeroko dyskutowana w [10].
W dalszych rozważaniach uk ladem skorelowanych elektronów nazywamy uk lad,
dla którego funkcje korelacji Cijkl maja̧ nietrywialny charakter, tzn. opis w przy-

bliżeniu Hartree-Focka jest podej́sciem nierealistycznym.
W przypadku metody optymalizacji bazy jednocza̧stkowej funkcje korelacji

zdefiniowane wzorami (2.7) rozważamy jako funkcje parametrów mikroskopowych
Cij{tij , Vijkl} i Cijkl{tij , Vijkl}, zatem pośrednio jako funkcjona ly określone na funk-
cjach bazowych {wi(r)}. W ten sposób energia stanu podstawowego EG również
staje siȩ funkcjona lem bazy jednocza̧stkowej {wi(r)}. Formalnie, problem spro-
wadza siȩ teraz do minimalizacji funkcjona lu:

F [wi] = EG[wi] −
∑

ij
i≤j

λij

(∫

d3rw∗
i (r)wj(r) − δij

)

, (2.8)

gdzie λij sa̧ mnożnikami Lagrange’a określanymi a posteriori tak, aby warunki:
∫

d3rw∗
i (r)wj(r) = δij (2.9)

by ly spe lnione. Uk lad (2.9) stanowi N(N + 1)/2 niezależnych warunków. Róż-
niczkuja̧c funkcjona l (2.8) otrzymujemy równania wariacyjne:

δEG[wi]

δwn(r)
−
∑

i≤n

λinw
∗
i (r) = 0, (2.10)

gdzie definicja pochodnej wariacyjnej jest prostym uogólnieniem standardowej
[11] na przypadek funkcjona lu określonego na uk ladzie funkcji {wi(r)}:

δF [wi(r)]

δwn(r0)
= lim

ǫ→0

F [wi(r) + ǫδinδ
(3)(r − r0)] − F [wi(r)]

ǫ
. (2.11)
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Po podstawieniu wzoru (2.6) równania (2.10) można zapisać jawnie:

δ

δwn(r)





∑

ij

tijCij +
1

2

∑

ijkl

VijklCijkl



−
∑

i≤n

λinw
∗
i (r) = 0. (2.12)

Równanie to nazywamy zrenormalizowanym równaniem falowym, gdyż funkcje
falowe jednocza̧stkowe sa̧ wyznaczane dla stanu uwzglȩdniaja̧cego oddzia lywanie
pomiȩdzy cza̧stkami.

W sytuacjach, gdy znamy analityczne wyrażenie na energiȩ stanu podsta-
wowego jako funkcjȩ parametrów mikroskopowych EG{tij , Vijkl}, możliwe jest
jawne wyprowadzenie równań różniczkowo - ca lkowych na funkcje bazowe {wi(r)}:

∑

ij

∂EG

∂tij

∣

∣

∣

∣

∣{ti′j′[wn′], Vi′j′k′l′[wn′]}
δtij

δwn(r)
+

+
∑

ijkl

∂EG

∂Vijkl

∣

∣

∣

∣

∣{ti′j′[wn′], Vi′j′k′l′[wn′ ]}
δVijkl

δwn(r)
−
∑

i≤n

λinw
∗
i (r) = 0. (2.13)

Kilka przyk ladów zastosowań tej metody (moleku la H2,  lańcuch Hubbarda, jon
H− i atom He) zosta lo omówionych w artykule [9]; nie bȩda̧ one przedmiotem
dalszych rozważań w tej pracy. Zamiast tego, skupimy siȩ na ścis lym opisie
krótkich  lańcuchów.

2.3 Uk lady translacyjnie niezmiennicze

W przypadku modeli nierozwia̧zywalnych analitycznie należy zastanowić siȩ naj-
pierw nad konstrukcja̧ wyj́sciowej bazy jednocza̧stkowej. Interesuja̧cej możliwości
dostarcza metoda ciasnego wia̧zania. Dla uk ladów jednopasmowych i transla-
cyjnie niezmienniczych funkcje Blocha, zdefiniowane wzorem:

Φq =
Nq

N1/2

∑

j

eiq·RjΨj, (2.14)

tworza̧ bazȩ ortonormalna̧ ze wspó lczynnikami normalizacyjnymi:

Nq =





∑

j

eiq·(Rj−Ri)Sij





−1/2

, (2.15)

gdzie Sij = 〈Ψi|Ψj〉 sa̧ ca lkami przekrywania dla funkcji atomowych {Ψi(r)}
(na ogó l nieortogonalnych), zaś {Ri} - po lożeniami nieruchomych jonów sieci.
Funkcje Wanniera, zdefiniowane jako transformaty Fouriera funkcji Blocha, można
wówczas  latwo wyrazić przez funkcje atomowe w postaci:

wi(r) =
∑

j

βijΨj(r), przy czym: βij =
1

N

∑

q

eiq·(Ri−Rj)Nq. (2.16)
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Z uwagi na translacyjna̧ niezmienniczość zagadnienia, funkcje atomowe roz-
ważamy dalej w postaci Ψi(r) ≡ Ψ(r − Ri). Wówczas energia stanu podsta-
wowego staje siȩ funkcjona lem tylko jednej funkcji atomowej: EG = EG[Ψ]. Ta
okoliczność upraszcza znacznie zagadnienie wariacyjne (2.10), tym bardziej, że nie
trzeba już wprowadzać mnożników Lagrange’a λij : konstrukcja funkcji Wanniera
(2.15-2.16) automatycznie zapewnia spe lnienie warunków (2.9).

W przypadku uk ladów rozwia̧zywalnych analitycznie [9] równania różniczkowo
- ca lkowe (2.13) redukuja̧ siȩ do jednego:

∑

ij
i′j′

∂EG

∂tij

∂tij
∂t′i′j′

δt′i′j′

δΨ(r)
+

∑

ijkl
i′j′k′l′

∂EG

∂Vijkl

∂Vijkl

∂V ′
i′j′k′l′

δV ′
i′j′k′l′

δΨ(r)
= 0, (2.17)

gdzie t′ij = 〈Ψi|T |Ψj〉 oraz V ′
ijkl = 〈ΨiΨj |T |ΨkΨl〉 sa̧ elementami macierzowymi

w bazie atomowej (tij, Vijkl by ly odpowiednimi wielkościami w bazie Wanniera),
zaś pochodna̧ wariacyjna̧ funkcjona lu określonego na funkcji atomowej Ψ(r) de-
finiujemy standardowo [11]:

δF [Ψ(r)]

δΨ(r0)
= lim

ǫ→0

F [Ψ(r) + ǫδ(3)(r − r0)] − F [Ψ(r)]

ǫ
. (2.18)

Jawna̧ postać pochodnych δt′ij/δΨ(r) oraz δV ′
ijkl/δΨ(r) podano w Uzupe lnieniu A.

Należy podkreślić, że równanie (2.17) reprezentuje wtedy dodatkowa̧ minimali-
zacjȩ energii stanu podstawowego, która wyraża energiȩ najniższego stanu w las-
nego dla zadanej odleg lości miȩdzyatomowej R.

W przypadku ogólnym równanie (2.17) stanowi dogodny punkt wyj́scia do ana-
lizy numerycznej zagadnienia. W tym celu rozważamy funkcjȩ atomowa̧ Ψ(r)
zależna̧ od skończonej (ale teoretycznie dowolnie dużej) liczby parametrów wa-
riacyjnych. Wygodnie jest wybrać taka̧ parametryzacjȩ, aby funkcjona ly t′ij [Ψ],
V ′
ijkl[Ψ] można by lo obliczać analitycznie (lub metodami numerycznymi o niskiej

z lożoności obliczeniowej). Wyrazy ∂tij/∂t
′
i′j′, ∂Vijkl/∂V

′
i′j′k′l′ sa̧ wielomianami,

odpowiednio drugiego i czwartego stopnia (por. Uzupe lnienie A), wspó lczynników
βij rozwiniȩcia funkcji Wanniera na funkcje atomowe (2.16).

Dla ma lych uk ladów możemy obliczać energiȩ stanu podstawowego w funkcji
parametrów mikroskopowych EG{tij , Vijkl} metodami ścis lej diagonalizacji [12].
W przypadku ma lej liczby parametrów wariacyjnych funkcji Ψ(r) wygodnie jest
rozważać bezpośrednio funkcjona l EG[Ψ] i minimalizować go numerycznie ze wzglȩ-
du na parametry wariacyjne, z pominiȩciem równania (2.17). Jednak, gdy liczba
parametrów jest duża, a dok ladniej wiȩksza od liczby parametrów mikroskopo-
wych {tij, Vijkl}, równanie (2.17) pozwala znacznie uprościć obliczenia: może-
my skorzystać z wyrażeń analitycznych na δt′ij/δΨ(r) oraz δV ′

ijkl/δΨ(r) (symbol
pochodnej funkcjonalnej jest tutaj traktowany umownie, chodzi o różniczkowanie
po komplecie parametrów wariacyjnych) i obliczać numerycznie tylko stosunkowo
niewielka̧ liczbȩ pochodnych: ∂EG/∂tij , ∂EG/∂Vijkl. Sytuacja taka ma miejsce,
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gdy jako parametry wariacyjne funkcji Ψ(r) potraktujemy np. jej wartości w punk-
tach na siatce przestrzennej.

2.4 Duże uk lady i przypadek temperatur skończonych

Dla wiȩkszych uk ladów do wyznaczania numerycznego EG{tij, Vijkl} można zas-
tosować metodȩ grupy renormalizacji macierzy gȩstości [13]. Z kolei, w przypadku
skończonych temperatur i uk ladów w stanie równowagi cieplnej z termostatem
można używać kwantowych metod Monte Carlo [14], które by ly z powodzeniem
stosowane do modeli Hubbarda, Andersona i innych [15]. W ostatnim przy-
padku szczególnie prosto rozwia̧zuje siȩ problem różniczkowania po parametrach
mikroskopowych {tij, Vijkl}. Mówia̧c ścísle, przedstawione poniżej rozumowanie
dotyczy zespo lu kanonicznego, czyli sytuacji, gdy liczba Ne elektronów w uk ladzie
jest ustalona. W razie potrzeby można je  latwo uogólnić na wielki zespó l kanonicz-
ny, czyli przypadek uk ladu wymieniaja̧cego elektrony z termostatem o potencjale
chemicznym µ. W tym miejscu nie bȩdziemy jednak tego robić, gdyż chcemy
wy la̧cznie pokazać, że rozszerzenie metody na przypadek temperatur skończonych
jest  latwe.

Dla ustalonego T > 0, w przypadku zespo lu kanonicznego, musimy minimali-
zować funkcjona l energii swobodnej:

F [Ψ] = − 1

β
lnZ[Ψ] = − 1

β
ln
(

Tre−βH
)

, (2.19)

gdzie β = 1/kBT zaś hamiltonian H jest zdefiniowany wzorem (2.5) i zależy od
parametrów mikroskopowych {tij[Ψ], Vijkl[Ψ]}. Różniczkuja̧c funkcjonalnie wzór
(2.19) otrzymujemy:

δF

δΨ(r)
= Z−1

∑

ijσ
i′j′

Tr
(

e−βHa†iσajσ
) ∂tij
∂t′i′j′

δt′i′j′

δΨ(r)
+

+
1

2
Z−1

∑

ijklσ
i′j′k′l′

Tr
[

e−βH
(

a†iσa
†
jσalσakσ + a†iσa

†
jσ̄alσ̄akσ

)] ∂Vijkl

∂V ′
i′j′k′l′

δV ′
i′j′k′l′

δΨ(r)
. (2.20)

Przyrównuja̧c (2.20) do zera i wprowadzaja̧ oznaczenie 〈〈A〉〉 dla średniej opera-
tora A po zespole kanonicznym otrzymujemy odpowiednik równania (2.17) dla
skończonych temperatur:

∑

ijσ
i′j′

〈〈

a†iσajσ
〉〉 ∂tij

∂t′i′j′

δt′i′j′

δΨ(r)
+

+
1

2

∑

ijklσ
i′j′k′l′

〈〈

a†iσa
†
jσalσakσ + a†iσa

†
jσ̄alσ̄akσ

〉〉 ∂Vijkl

∂V ′
i′j′k′l′

δV ′
i′j′k′l′

δΨ(r)
= 0. (2.21)
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Średnie temperaturowe w równaniu (2.21) sa̧ wielkościami, które w symulacjach
typu kwantowe Monte Carlo otrzymujemy bezpośrednio, tj. bez wyznaczania
stanów w lasnych hamiltonianu, z tego powodu metody Monte Carlo wydaja̧ siȩ
optymalne dla rozważań uk ladów w temperaturach skończonych. W zastosowa-
niach zaobserwowano jednak tzw. problem znaku [16], który silnie ogranicza
stosowalność metody w niskich temperaturach i przy interesuja̧cych fizycznie
gȩstościach. Dodatkowo, średnie w równaniu (2.21) otrzymywane z symulacji
typu kwantowe Monte Carlo podlegaja̧ oczywíscie fluktuacjom, które sa̧ szczegól-
nie duże w pobliżu przej́sć fazowych drugiego rodzaju, jak na przyk lad przej́scia
magnetyczne. Opracowano algorytmy pozwalaja̧ce otrzymać w takich sytuacjach
poprawne wyniki w skończonym czasie [17], nie da siȩ jednak unikna̧ć istotnego
wzrostu z lożoności obliczeniowej problemu w pobliżu punktów krytycznych.

Interesuja̧ca̧ alternatywa̧ dla kwantowych metod Monte Carlo wydaje siȩ klas-

trowy rachunek zaburzeń [18]. Możliwe jest również uogólnienie metod grupy

renormalizacji macierzy gȩstości na przypadek temperatur skończonych [13].

2.5 Zastosowania w tej pracy

Celem pracy jest zastosowanie metody optymalizacji bazy jednocza̧stkowej do przy-
k ladowych modeli skorelowanych elektronów, które na ogó l nie sa̧ rozwia̧zywalne
analitycznie, jak modele rozważane w artykule [9]. Rozważane sa̧ zagadnienia sta-
bilności sieci, w tym stabilności sieci jednowymiarowej ze wzglȩdu na dimeryzacjȩ
i jej drgania zerowe, a także charakterystyki stanu podstawowego uk ladu, takie
jak uporza̧dkowanie magnetyczne lub jego brak oraz istnienie fazy metalicznej.
Z tego punktu widzenia rozważanie stabilności bardzo dużych uk ladów nie jest
szczególnie ważne i metody oparte na ścis lej diagonalizacji wydaja̧ siȩ dostarczać
podstawowej informacji.

W pracy rozważamy skończone uk lady atomów wodoru, dla których elementy
macierzowe tij , Vijkl sa̧ najprostsze do wyliczenia. Jako funkcje atomowe Ψj(r),
scentrowane na atomie o wspó lrzȩdnej Rj, przyjmujemy w dalszych czȩściach
funkcje typu 1s:

Ψj(r) =

√

α3

π
e−α|r−Rj |. (2.22)

Dla  lańcucha skończonego liczba funkcji bazowych {wi(r)} (zwia̧zanych z {Ψi(r)}
wzorami (2.16)) jest równa liczbie atomów N w sieci. Mamy zatem do czynienia
również ze skończenie wymiarowa̧ przestrzenia̧ Focka stanów bazowych uk ladu
wielocza̧stkowego: wymiar pe lnej przestrzeni Focka uk ladu wynosi 4N , liczbȩ tȩ
można jednak znacznie zredukować wykorzystuja̧c symetriȩ (por. Uzupe lnienie D).
Pozwala to na skonstruowanie reprezentacji macierzowej hamiltonianu (2.5), a nas-
tȩpnie otrzymanie, metodami numerycznymi algebry liniowej, stanu podstawowe-
go i jego energii EG. Opisana̧ procedurȩ ścis lej diagonalizacji można powtarzać
dla różnych wartości parametru α, który jest tutaj parametrem wariacyjnym,
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gdyż szukamy takiej wartości α = αmin, dla której EG(α) osia̧ga minimum glo-
balne.

Zaczniemy od przedstawienia praktycznej realizacji tego schematu dla przy-
k ladu rozwia̧zywalnego analitycznie: moleku ly H2. Przyk lad ten by l jednym
z testów poprawności metody w dalszych czȩściach pracy, w których rozważamy
uk lady licza̧ce N = 2 ÷ 10 atomów.
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3 Przyk lad: moleku la H2

3.1 Baza funkcji Wanniera

Metoda opisana w Rozdziale 2 jest szczególnie prosta w przypadku rozważania
cza̧steczki wodoru. Mamy tutaj tylko dwie funkcje atomowe typu 1s (2.22).
Możemy zatem zbudować z nich dwie ortonormalne funkcje Wanniera, zlokali-
zowane na poszczególnych atomach. Z uwagi na symetriȩ problemu wzglȩdem
odbicia przestrzennego, która zastȩpuje tutaj symetriȩ translacyjna̧ dyskutowana̧
w Rozdziale 2, postać funkcji Wanniera jest nastȩpuja̧ca:

w1 = β (Ψ1 − γΨ2) , w2 = β (Ψ2 − γΨ1) . (3.1)

Wspó lczynniki β i γ wyznaczamy z warunków ortonormalności bazy:

0 = 〈w1|w2〉 = β2 〈Ψ1 − γΨ2|Ψ2 − γΨ1〉 = β2
(

S − 2γ + γ2S
)

, (3.2)

gdzie S = 〈Ψ1|Ψ2〉 = e−αR
(

1 + αR + 1
3
α2R2

)

, R = |R1−R2|. Sta̧d otrzymujemy
wspó lczynnik superpozycji funkcji falowych w postaci:

γ± =
1 ±

√
1 − S2

S
. (3.3)

Spośród znalezionych rozwia̧zań (3.3) tylko γ− ma w laściwe zachowanie asymp-
totyczne: γ−(S → 0) ≈ S

2
→ 0 (ża̧damy, aby dla odleg lych atomów funkcje

Wanniera przechodzi ly w funkcje atomowe). Podobnie, z warunku 〈wi|wi〉 = 1
otrzymujemy parametr β. Sta̧d, ostatecznie:

γ =
S

1 +
√

1 − S2
, β =

1√
2

(

1 +
√

1 − S2

1 − S2

)2

. (3.4)

3.2 Hamiltonian

Ogólny hamiltonian dla uk ladu elektronów na sieci z oddzia lywaniem kulom-
bowskim (2.5) redukuje siȩ w przypadku zagadnienia dwucentrowego do postaci:

H = ǫa(n1 + n2) + U(n1↑n1↓ + n2↑n2↓) +
(

K − 1

2
J
)

n1n2 − 2JSz
1S

z
2+

+
∑

σ

[t + V (n1σ̄ + n2σ̄)]
(

a†1σa2σ + a†2σa1σ
)

− J
(

S+
1 S

−
2 + S+

2 S
−
1

)

+

+J
(

a†1↑a
†
1↓a2↓a2↑ + a†2↑a

†
2↓a1↓a1↑

)

. (3.5)

Poniżej zdefiniowano wszystkie ca lki dwucentrowe wystȩpuja̧ce w hamiltonianie
(3.5):

ǫa = tii, tij =
∫

d3rw∗
i (r)T (r)wj(r); (3.6)
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U = Kii = Viiii, Kij = Vijij =
∫

d3r1d
3r2|wi(r1)|2V (r1, r2)|wj(r2)|2; (3.7)

Jij = Vijji =
∫

d3r1d
3r2w

∗
i (r1)w

∗
j (r2)V (r1, r2)wj(r1)wi(r2) = Viijj; (3.8)

Vij = Viiij =
∫

d3r1d
3r2w

∗
i (r1)w

∗
i (r2)V (r1, r2)wi(r1)wj(r2). (3.9)

Wprowadzono także operatory liczby cza̧stek w stanie |iσ〉 oraz |i〉 ≡ |wi(r)〉:

niσ = a†iσaiσ, ni = ni↑ + ni↓; (3.10)

a także operator spinu dla cza̧stki w stanie |i〉:

Si =
(

S+
i , S

−
i , S

z
i

)

=
(

a†i↑ai↓, a
†
i↓ai↑, (ni↑ − ni↓)/2

)

. (3.11)

Oczywíscie, w przypadku cza̧steczki i, j = 1, 2, co uzasadnia wprowadzenie
skróconych oznaczeń w hamiltonianie (3.5): t = t12, K = K12, J = J12 oraz
V = V12.

Po podstawieniu funkcji Wanniera (3.1) do definicji elementów macierzowych
(3.6-3.9) możemy je wyrazić poprzez analogiczne elementy w bazie atomowej:

ǫa = β2
(

1 + γ2
)

ǫ′a − 2β2γt′, (3.12)

t = β2
(

1 + γ2
)

t′ − 2β2γǫ′a, (3.13)

U = β4
[(

1 + γ4
)

U ′ + 2γ2(K ′ + 2J ′) − 4γ
(

1 + γ2
)

V ′
]

, (3.14)

K = β4
[

2γ2(U ′ + 2J ′) +
(

1 + γ4
)

K ′ − 4γ
(

1 + γ2
)

V ′
]

, (3.15)

V = β4
[

−γ
(

1 + γ2
)

(U ′ + K ′ + 2J ′) +
(

1 + γ4 + 6γ2
)

V ′
]

, (3.16)

J = β4
[

2γ2(U ′ + K ′) − 4γ
(

1 + γ2
)

V ′ +
(

1 + γ2
)2

J ′
]

. (3.17)

Definicje elementów primowanych we wzorach (3.12-3.17) maja̧ analogicza̧ postać
jak ca lki (3.6-3.9), z tym, że w miejsce {wi(r)} należy w nich wstawić {Ψi(r)}.

Operatory jedno- i dwucza̧stkowy, bȩda̧ce sk ladnikami hamiltonianu w repre-
zentacji pierwszego kwantowania (2.4), zapisane w jednostkach atomowych (por.
Uzupe lnienie B) maja̧ w przypadku moleku ly H2 postać:

T (r) = −∇2 − 2

|r − R1|
− 2

|r − R2|
, V (r1 − r2) =

2

|r1 − r2|
. (3.18)

Dla operatorów (3.18) i funkcji atomowych typu 1s (2.22) elementy primowane
w równaniach (3.12-3.17) wyrażaja̧ siȩ analitycznymi wzorami, wyprowadzonymi
przez Slatera [20]:

ǫ′a = α2 − 2α− 2

R
+ 2

(

α +
1

R

)

exp(−2αR), (3.19)
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t′ = α2 exp(−αR)
(

1 + αR− 1

3
α2R2

)

− 4α exp(−αR)(1 + αR), (3.20)

U ′ =
5

4
α, (3.21)

K ′ =
2

R
− α exp(−2αR)

(

2

αR
+

3

2
αR +

1

3
α2R2 +

11

4

)

, (3.22)

V ′ = α
[

exp(−αR)
(

2αR +
1

4
+

5

8αR

)

− 1

4
exp(−3αR)

(

1 +
5

2αR

)]

, (3.23)

J ′ =
12

5R

[

S2C + S2 logαR− 2SS ′Ei(−2αR) + (S ′)2Ei(−4αR)
]

+ (3.24)

+α exp(−2αR)
(

5

4
− 23

10
αR− 6

5
α2R2 − 2

15
α3R3

)

; (3.25)

gdzie R = |R1 − R2| jest odleg lościa̧ miȩdzy ja̧drami, a ponadto:

S = exp(−αR)
(

1 + αR +
1

3
α2R2

)

, S ′ = exp(αR)
(

1 − αR +
1

3
α2R2

)

,

(3.26)

C = 0.57722 - sta la Eulera, Ei(−x) = −
∫ ∞

x

e−t

t
dt. (3.27)

Ostatnim sk ladnikiem, który uwzglȩdniamy w rozważanym modelu, jest ener-
gia odpychania kulombowskiego ja̧der. Dla cza̧steczki H2 w przybliżeniu, w któ-
rym ja̧dra traktujemy jako nieruchome punkty materialne o  ladunku +e, wyraża
siȩ ona prostym wzorem (w jednostkach atomowych):

EJ−J =
2

R
. (3.28)

Wartość EJ−J może być po prostu dodana do energii stanu podstawowego na koń-
cu obliczeń.

3.3 Energie w lasne

Przedstawione w tym podrozdziale rozwia̧zanie zagadnienia w lasnego dla moleku ly
H2, traktowanego jako problem dwucentrowy w bazie jednocza̧stkowej określonej
wzorami (3.1) i (3.4) jest zbliżone do podanego w pracach [19].

Bazȩ przestrzeni Focka dla tak sformu lowanego zagadnienia stanowi sześć
nieznikaja̧cych kombinacji a†iσa

†
jσ′ |0〉, dla i, j = 1, 2, σ, σ′ =↑, ↓. Jak  latwo

sprawdzić bezpośrednim rachunkiem, hamiltonian (3.5) komutuje z operatorem
rzutu ca lkowitego spinu na wybrana̧ oś kwantyzacji Sz

tot = Sz
1 + Sz

2 . Wobec tego,
możemy rozważać niezależne zagadnienia w lasne w podprzestrzeniach z ustalonym
Sz
tot. Podprzestrzenie dla stanów trypletowych z Sz

tot = ±1 okazuja̧ siȩ jednowy-
miarowe. Jako wektory bazowe przyjmujemy, odpowiednio:

|1〉 = a†1↑a
†
2↑ |0〉 , |2〉 = a†1↓a

†
2↓ |0〉 . (3.29)
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Dzia laja̧c hamiltonianem (3.5) na wektory |1〉, |2〉 otrzymujemy, po krótkim
rachunku:

E1 = E2 = 2ǫa + K − J. (3.30)

Dalsze uproszczenie wynika z symetrii zagadnienia wzglȩdem odbicia przes-
trzennego. Jak widać bez rachunku, dla hamiltonianu (3.5) zachodzi [H,P] = 0,
gdzie P jest operatorem odbicia przestrzennego (parzystości), którego dzia lanie,
w przypadku zagadnienia dwucentrowego sprowadza siȩ do zamiany wȩz lów 1 ↔
2). Jako bazȩ pozosta lej, 4-wymiarowej podprzestrzeni dla Sz

tot = 0 wygodnie
jest przyja̧ć wektory w lasne operatora P:

|3〉 =
1√
2

(

a†1↑a
†
2↓ + a†1↓a

†
2↑

)

|0〉 (P = −1) (3.31)

|4〉 =
1√
2

(

a†1↑a
†
2↓ − a†1↓a

†
2↑

)

|0〉 , (P = 1), (3.32)

|5〉 =
1√
2

(

a†1↑a
†
1↓ + a†2↑a

†
2↓

)

|0〉 , (P = 1), (3.33)

|6〉 =
1√
2

(

a†1↑a
†
1↓ − a†2↑a

†
2↓

)

|0〉 , (P = −1). (3.34)

Można zauważyć że wektor |3〉 jest stanem trypletowym Stot = 1, Sz
tot = 0, czyli

wspólnym wektorem w lasnym operatorów S2
tot i Sz

tot do wartości w lasnych, od-
powiednio, 1 i 0. Symetria obrotowa zagadnienia w przestrzeni spinowej (można
sprawdzić bezpośrednim rachunkiem, że [H, S2

tot] = 0) pozwala wnioskować, że
bȩdzie on wektorem w lasnym H o takiej samej energii w lasnej jak dla dwóch
pozosta lych sk ladowych:

E1 = E2 = E3 = 2ǫa + K − J. (3.35)

Równocześnie, wektory |3〉 i |6〉 stanowiȩ bazȩ dwuwymiarowej podprzestrzeni
w lasnej operatora odbicia P do wartości w lasnej −1. Wobec tego |6〉 jest również
wektorem w lasnym hamiltonianu (3.5). Odpowiadaja̧ca mu energia wynosi, jak
 latwo sprawdzić:

E6 = 2ǫa + U − J. (3.36)

Pozostaje jeszcze rozwia̧zać dwuwymiarowe zagadnienie w lasne dla wektorów
|4〉, |5〉. Konstruujemy reprezentacjȩ macierzowa̧ hamiltonianu (3.5) w tej pod-
przestrzeni:

H4,5 =

(

2ǫa + K + J 2(t + V )
2(t + V ) 2ǫa + U + J

)

(3.37)

i znajdujemy energie w lasne:

E4,5 = 2ǫa +
1

2
(U + K) + J ±

√

(

U −K

2

)2

+ 4(t + V )2, (3.38)
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oraz odpowiadaja̧ce im wektory w lasne:

|4′〉 = |4〉 cos θ45 − |5〉 sin θ45, |5′〉 = |4〉 sin θ45 + |5〉 cos θ45; (3.39)

gdzie wprowadzono ka̧t mieszania:

θ45 =
1

2
arctg

4(t + V )

U −K
. (3.40)

Stany |1〉 ÷ |3〉 sa̧ zatem stanami trypletowymi o tych samych energiach, zaś
stany |4′〉, |5′〉 oraz |6〉 to stany singletowe Stot = Sz

tot = 0, różnia̧ce siȩ miȩdzy
soba̧ uporza̧dkowaniem  ladunkowym oraz parzystościa̧, a zatem również ener-
giami.

3.4 Wyniki numeryczne i dyskusja

Rysunek 3.1 przedstawia wp lyw optymalizacji bazy jednocza̧stkowej typu 1s
na funkcje Wanniera określone wzorami (3.1). Widać wyraźna̧ koncentracjȩ jed-
nocza̧stkowych funkcji falowych w pobliżu ja̧der atomowych. Co wiȩcej, funkcje
zoptymalizowane sa̧ bardziej zlokalizowane wokó l ja̧der, co jest z pewnościa̧ zain-
dukowane oddzia lywaniami kulombowskimi miȩdzywȩz lowymi.

Rysunek 3.2 pokazuje istotny wp lyw optymalizacji bazy jednocza̧stkowej na pa-
rametry mikroskopowe hamiltonianu (3.5) w wyj́sciowej bazie atomowej (pri-
mowane), określone wzorami (3.19-3.27), zw laszcza dla ma lych odleg lości (R/a0 <
2). Podobny wp lyw optymalizacji na ca lkȩ przekrywania S oraz wspó lczynniki
rozwiniȩcia (3.1) funkcji Wanniera na funkcje atomowe, a także parametry hamil-
tonianu (3.5) w bazie funkcji Wanniera, pokazuja̧, odpowiednio, Rysunki 3.3
i 3.4. Ostatni z nich (Rysunek 3.4) dowodzi także, iż transformacja parametrów
mikroskopowych z bazy atomowej do ortonormalnej bazy funkcji Wanniera, okreś-
lona wzorami (3.12-3.17), ma istotny wp lyw na w lasności fizyczne modelu opisa-
nego hamiltonianem (3.5): parametry V i J staja̧ siȩ znikomo ma le po przej́sciu
do bazy funkcji Wanniera (Rysunek 3.4), podczas gdy w bazie atomowej takie
nie by ly (Rysunek 3.2).

Ostatecznie otrzymujemy (Rysunek 3.5), że optymalizacja parametru α funkcji
atomowej (2.22) prowadzi do istotnego obniżenia energii stanu podstawowego
w naszym modelu cza̧steczki wodoru (3.5). W ramach metod wariacyjnych ozna-
cza to oczywíscie poprawȩ przybliżenia. Otrzymane wartości d lugości wia̧zania
Rmin = 1.430a0 = 0.757Å oraz energii stanu podstawowego EG = −2.296 Ry
różnia̧ siȩ o oko lo 2.5% od wyników Ko losa i Wolniewicza [21], które wynosza̧:
EG = −2.349 Ry, Rmin = 0.74Å. Co wiȩcej, dla przypadku granicznego R → 0
elektronowa czȩść energii stanu podstawowego (bez odpychania kulombowskiego

ja̧der) osia̧ga minimum E
(el)
G = −5.7 Ry (por. Rysunek 3.6). Wynik ten jest

równy oszacowaniu energii stanu podstawowego atomu helu, które otrzymujemy
po prostym rachunku wariacyjnym z renormalizacja̧ liczby atomowej Z i różni siȩ
od wartości doświadczalnej o nieca le 2% [22].
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Optymalizacja parametru α funkcji atomowej (2.22) pozwoli la zatem zmniej-
szyć b la̧d oszacowania energii stanu podstawowego cza̧steczki H2 o blisko rza̧d
wielkości. Ma to zasadnicze znaczenie dla rozważań wiȩkszych uk ladów, gdyż
znaczna poprawa wyników zosta la osia̧gniȩta bez wzrostu wymiaru przestrzeni
Hilberta uk ladu - musimy jedynie minimalizować numerycznie funkcjȩ jednego
parametru wariacyjnego EG(α), zatem kilkanaście lub kilkadziesia̧t razy wyliczyć
jej wartość, zależnie od przyjȩtej metody minimalizacji i wymaganej dok ladności.

Przedstawione powyżej wyniki dla moleku ly H2 bȩda̧ punktem odniesienia
przy badaniu krótkich  lańcuchów N -atomowych, które rozpatrujemy w nastȩp-
nych rozdzia lach.
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Rysunek 3.1: Baza funkcji Wanniera {wi(r)} dla cza̧steczki H2. Odleg lość
ja̧der atomowych odpowiada minimum energii, Rmin = 1.430a0. Przedstawio-
no funkcje wyj́sciowe (α = 1/a0, linie przerywane) i zoptymalizowane (αmin =
1.194/a0, linie cia̧g le). Uwzglȩdniono odpychanie kulombowskie ja̧der.

18



������

���	
�

�
Æ���

������

������

�� !"#

$%&'()

*+,-./

Rysunek 3.2: Parametry mikroskopowe hamiltonianu cza̧steczki H2 w bazie ato-
mowej {Ψi(r)}, w funkcji odleg lości miȩdzy ja̧drami atomowymi. Linie przery-

wane: funkcje falowe bez optymalizacji, linie cia̧g le: z optymalizacja̧.
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Rysunek 3.3: Ca lka przekrywania S = 〈Ψ1|Ψ2〉 i wspó lczynniki rozwiniȩcia
funkcji Wanniera {wi(r)} na funkcje atomowe {Ψi(r)} dla cza̧teczki H2, w funkcji
odleg lości miȩdzy ja̧drami atomowymi. Linie przerywane: funkcje falowe bez
optymalizacji, linie cia̧g le: z optymalizacja̧.
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Rysunek 3.4: Parametry mikroskopowe hamiltonianu cza̧steczki H2 w bazie
funkcji Wanniera {wi(r)}, w funkcji odleg lości miȩdzy ja̧drami atomowymi. Linie

przerywane: funkcje falowe bez optymalizacji, linie cia̧g le: z optymalizacja̧.
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Rysunek 3.5: Energia stanu podstawowego EG i optymalna wartość parametru
α dla cza̧steczki H2 (ramka), w funkcji odleg lości miȩdzy ja̧drami atomowymi.
Linie przerywane: funkcje falowe bez optymalizacji, linie cia̧g le: z optymalizacja̧.
Uwzglȩdniono odpychanie kulombowskie ja̧der.
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Rysunek 3.6: Elektronowa czȩści energii stanu podstawowego E
(el)
G cza̧steczki

H2 (bez odpychania kulombowskiego ja̧der) w funkcji odleg lości miȩdzy ja̧drami
atomowymi. Linie przerywane: funkcje falowe bez optymalizacji, linie cia̧g le:

z optymalizacja̧. Granica R → 0 przedstawia energiȩ stanu podstawowego (liczo-
na̧ na elektron) dla atomu helu, z dok ladnościa̧ ok. 2%.
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4  Lańcuch jednowymiarowy: przybliżenie naj-

bliższych sa̧siadów

4.1 Baza funkcji Wanniera

W  lańcuchu jednowymiarowym atom o numerze i ma dwóch najbliższych sa̧siadów
o numerach i ± 1 (Rysunek 4.1). Wobec tego, postulujemy funkcje Wanniera
w postaci:

wi = β(Ψi − γΨi+1 − γΨi−1), (4.1)

gdzie i = 0, 1, .., N − 1, {Ψi(r)} jest baza̧ atomowa̧ zdefiniowana̧ wzorem (2.22),
zaś dla  lańcucha skończonego stosujemy periodyczne warunki brzegowe: i ±
N = i, co wprowadza równoważność wȩz lów sieci. Domieszki dalszych sa̧siadów
we wzorze (4.1) w pierwszym przybliżeniu zaniedbujemy.

Warunki ortonormalności funkcji Wanniera 〈Ψi|Ψi±1〉 = 0 oraz 〈Ψi|Ψi〉 = 1,
prowadza̧, odpowiednio, do wzorów na wspó lczynniki rozwiniȩcia (4.1):

γ =
S

1 +
√

1 − 3S2
, (4.2)

β =
(

1 − 4Sγ + 2Sγ2
)−1/2

, (4.3)

gdzie ca lka przekrywania S = 〈Ψi|Ψi±1〉, zaś wzór (4.3) na wspó lczynnik β za-
pisano, dla przejrzystości, za pomoca̧ γ określonego wzorem (4.2).

 Latwo zauważyć pierwsza̧ istotna̧ różnicȩ w porównaniu z cza̧steczka̧ H2. Dla
cza̧steczki, wzory określaja̧ce wspó lczynniki β i γ (3.4) by ly określone dla każdego
R = |R1 −R2|, gdyż zawsze zachodzi: S < 1, poza tym by ly to wzory dok ladne.
W przypadku  lańcucha przybliżenie najbliższych sa̧siadów ma sens tylko dla
S << 1. W szczególności, wzory (4.2-4.3) sa̧ określone wy la̧cznie dla S <
1/
√

3 ≈ 0.577. Krytyczna wartość S odpowiada R ≈ 2.034a0, w jej pobliżu
możemy spodziewać siȩ niefizycznych efektów numerycznych.

4.2 Hamiltonian

Oddzia lywanie atomu i-tego z i+ 1-szym w  lańcuchu jednowymiarowym opisane
jest takim samym hamiltonianem, jak oddzia lywanie atomów cza̧steczki H2 (3.5).

�����

Rysunek 4.1:  Lańcuch jednowymiarowy N atomów wodoru z periodycznymi
warunkami brzegowymi i±N = i.
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W przybliżeniu najbliższych sa̧siadów nie uwzglȩdniamy innych oddzia lywań, za-
tem hamiltonian  lańcucha ma postać:

H =
∑

i

[

ǫani + Uni↑ni↓ +
(

K − 1

2
J
)

nini+1 − 2JSz
i S

z
i+1+

+
∑

σ

[t + V (niσ̄ + ni+1σ̄)]
(

a†iσai+1σ + a†i+1σaiσ
)

− J
(

S+
i S

−
i+1 + S+

i+1S
−
i

)

+

+J
(

a†i↑a
†
i↓ai+1↓ai+1↑ + a†i+1↑a

†
i+1↓ai↓ai↑

)]

, (4.4)

gdzie parametry mikroskopowe w bazie funkcji Wanniera {wi(r)} określonej wzo-
rami (4.1-4.3) sa̧ zdefiniowane tak samo jak dla cza̧steczki (3.6-3.9). Po podsta-
wieniu rozwiniȩcia (4.1) do definicji (3.6-3.9) możemy wyrazić parametry w bazie
funkcji Wanniera przez parametry w bazie atomowej (primowane), czyli otrzymać
odpowiedniki wzorów (3.12-3.17) dla  lańcucha:

ǫa = β2
(

1 + 2γ2
)

ǫ′a − 4β2γt′, (4.5)

t = β2
(

1 + 3γ2
)

t′ − 2β2γǫ′a, (4.6)

U = β4
[(

1 + 2γ4
)

U ′ + 4γ2(K ′ + 2J ′) − 8γ
(

1 + γ2
)

V ′
]

, (4.7)

K = β4
[

2γ2(U ′ + 2J ′) +
(

1 + 3γ4
)

K ′ − 4γ
(

1 + 2γ2
)

V ′
]

, (4.8)

V = β4
[

−γ
(

1 + γ2
)

U ′ − γ
(

1 + 2γ2
)

(K ′ + 2J ′) +
(

1 + 9γ2 + 3γ4
)

V ′
]

, (4.9)

J = β4
[

2γ2(U ′ + K ′) − 4γ
(

1 + 2γ2
)

V ′ +
(

1 + 2γ2 + 3γ4
)

J ′
]

. (4.10)

Przy wyprowadzaniu wzorów (4.5-4.10) konsekwentnie stosowano przybliżenie
najbliższych sa̧siadów, czyli zaniedbano wszystkie cz lony zawieraja̧ce ca lki z funk-
cji atomowych zlokalizowanych na wiȩcej niż dwóch wȩz lach.

Drobna zmiana w stosunku do cza̧steczki H2 pojawia siȩ w parametrach jed-
nocza̧stkowych hamiltonianu w bazie atomowej {Ψi(r)} (por. Uzupe lnienie C).
Dok ladniej, przy obliczaniu energii atomowej ǫ′a ze wzoru (C.1) należy uwzglȩdnić
dwie równoważne studnie kulombowskie wytworzone przez sa̧siadów j = i ± 1
atomu centralnego i, co prowadzi do wzoru:

ǫ′a = α2 − 2α− 4

R
+ 4

(

α +
1

R

)

exp(−2αR), (4.11)

który różni siȩ od (3.19) wspó lczynnikami liczbowymi. Wyrażenie (3.20) na ca lkȩ
przeskoku t′ pozostaje bez zmian, gdyż studnie zlokalizowane poza wȩz lami po-
miȩdzy którymi nastȩpuje przeskok wprowadzaja̧ poprawki wyższego rzȩdu, które
zaniedbujemy w ramach przybliżenia najbliższych sa̧siadów. Bez zmian pozostaja̧
również elementy dwucza̧stkowe (3.21-3.27).
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Energia odpychania kulombowskiego ja̧der dla  lańcucha w przybliżeniu naj-
bliższych sa̧siadów wyraża siȩ wzorem (jednostki atomowe):

EJ−J =
2N

R
, (4.12)

który jest analogiczny do wzoru (3.28) z uwzglȩdnieniem faktu, że mamy teraz N
par najbliższych sa̧siadów w uk ladzie. Wartość EJ−J dodajemy do energii stanu
podstawowego na końcu obliczeń.

4.3 Wyniki numeryczne i dyskusja

Przyk ladowy kszta lt dwóch sa̧siednich funkcji Wanniera dla  lańcucha o sta lej
sieci R = 3a0 przedstawia Rysunek 4.2. Widać, że domieszki funkcji atomowych
najbliższych sa̧siadów sa̧ istotne jak również, że wartość funkcji Wanniera zlokali-
zowanej na i-tym atomie jest zauważalnie różna od zera w miejscu, gdzie znajduja̧
siȩ drudzy sa̧siedzi. Wydaje siȩ zatem, że dla ma lych wartości sta lej sieci R baza
funkcji Wanniera {wi(r)}, skonstruowana wzorami (4.1-4.3) jest ortogonalna je-
dynie w dość grubym przybliżeniu.

Szybki wzrost parametrów rozwiniȩcia (4.1) funkcji Wanniera na funkcje ato-
mowe (Rysunek 4.3, ramka) prowadzi do rozbieżności jedno- i dwucza̧stkowych
parametrów mikroskopowych hamiltonianu  lańcucha liniowego w bazie funkcji
Wanniera (Rysunki 4.3 i 4.4). Dodatkowo, obserwujemy dość nieoczekiwane
zachowanie tych parametrów: ca lka przeskoku t przyjmuje wartości dodatnie
poniżej R ≈ 4.362a0 (Rysunek 4.3), zaś ca lka kulombowska miȩdzywȩz lowa K
jest wiȩksza od wewna̧trzwȩz lowej U poniżej R ≈ 2.347a0.

Powyższe obserwacje pozwalaja̧ oczekiwać niefizycznych zachowań również dla
sta lych sieci R istotnie wiȩkszych od wartości granicznej R ≈ 2.034a0. Istotnie,
Rysunek 4.5 pokazuje kolaps  lańcuchów skończonych z periodycznymi warunkami
brzegowymi dla ma lych sta lych sieci R ≈ 3a0. Dodatkowy “kolaps” zachodzi
w przestrzeni parametru wariacyjnego α funkcji atomowej typu 1s (Rysunek 4.6).
Dla wiȩkszych sta lych sieci pojawiaja̧ siȩ p lytkie minima energii ze wzglȩdu na α,
przyk ladowo dla R = 4a0 (Rysunek 4.7) g lȩbokość minimum wynosi ∆EG/N ≈
5 · 10−3 Ry, zaś dla R = 5a0 wzrasta o czynnik 10.

Ogólnie, sytuacjȩ w przestrzeni parametrów (R, α) dla  lańcucha czteroato-
mowego przedstawia Rysunek 4.8. Optymalizacja parametru α jest możliwa dla
uk ladów o sta lej sieci wiȩkszej od wartości granicznej R ≈ 3.7, jednak zakres ten
nie wydaje siȩ interesuja̧cy z punktu widzenia fizyki skorelowanych fermionów,
gdyż energia stanu podstawowego EG jest już bliska granicy atomowej.

Warto zwrócić uwagȩ na prosty, jakościowy fakt widoczny na Rysunkach 4.5
- 4.7: krzywe praktycznie siȩ pokrywajȩ poza obszarem niefizycznych zachowań.
W obszarze kolapsu pokrywaja̧ siȩ krzywe dla N parzystych, zaś dla nieparzystych
leża̧ nieco powyżej, różnice maleja̧ jednak ze wzrostem N . Można to wyjaśnić

26



faktem, iż dla N nieparzystych nie istnieje konfiguracja niskospinowa, zatem ob-
serwowane różnice energii sa̧ wy la̧cznie efektem skończonego rozmiaru uk ladu.
Można przypuszczać, że przedstawiona powyżej dyskusja ilościowa stosowalności
przybliżenia najbliższych sa̧siadów na podstawie wyników dla N = 4 przedsta-
wionych na Rysunku 4.8 ma charakter ogólny.

 Latwo zauważyć istotna̧ zaletȩ rozważanego w tym rozdziale przybliżenia naj-
bliższych sa̧siadów: w przypadku uk ladów z periodycznymi warunkami brze-
gowymi mamy s laba̧ zależność charakterystyk stanu podstawowego od liczby
wȩz lów sieci N . Dla  lańcuchów atomów wodoru obrazuja̧ to Rysunki 4.9 i 4.10.
Wartości energii stanu podstawowego na wȩze l EG/N dla liczby wȩz lów zmienia-
ja̧cej siȩ w zakresie N = 3÷8 (Rysunek 4.9) wykazuja̧ różnice na pozionie 10−4 Ry
(b lȩdy numeryczne nie przekraczaja̧ 10−6 Ry). Stosunkowo duże różnice, rzȩdu
10−3/a0, obserwujemy dla parametru wariacyjnego α (Rysunek 4.10). Rozrzut
punktów sugeruje jednak, że mamy tutaj do czynienia b lȩdami numerycznymi
wspólnymi dla wszystkich metod wariacyjnych [22]: oszacowania wartości para-
metrów wariacyjnych zawsze sa̧ stosunkowo niedok ladne (w porównaniu z osza-
cowaniem energii), gdyż energia s labo od nich zależy w okolicach minimum.

Warto zwrócić uwagȩ na istotna̧, jakościowa̧ różniȩ otrzymanych tutaj wy-
ników w porównaniu z wynikiem dla nieskończonego  lańcucha Hubbarda, który
posiada minimum energii dla R ≈ 3.15a0 [9]. Jest to prawdopodobnie zwia̧zane
z faktem, że w  lańcucha nieskończonym odpychanie miȩdzywȩz lowe elektronów
(wyraz ∼ K w hamiltonianie (4.4)) można uwzglȩdnić jedynie w ramach przy-
bliżenia Hartree-Focka [9]. Stwierdzona rozbieżność dowodzi istotnej roli nietry-
wialnych korelacji elektronowych w rozważanych tutaj uk ladach.

Ponadto, widać że metoda ciasnego wia̧zania z uwzglȩdnieniem tylko naj-
bliższych sa̧siadów prowadzi do dość nieoczekiwanych efektów: parametry mi-
kroskopowe, liczone w bazie atomowej, wydaja̧ siȩ poprawniejsze fizycznie od
otrzymanych dla funkcji Wanniera (por. Rysunki 4.3-4.4). Dlatego też bardzo
ważne bȩdzie rozszerzenie modelu, tj. konstrukcja dok ladnych funkcji Wanniera
z uwzglȩdniniem przekrywania funkcji atomowych dalszych sa̧siadów, a także
dodanie dalszych oddzia lywań do hamiltonianu (4.4), jako efektów tego samego
rzȩdu. Tak skonstruowany model pozwoli odpowiedzieć na pytanie, czy obser-
wowany kolaps  lańcucha (por. Rysunek 4.5) bȩdzie dalej wystȩpowa l. Z tego
powodu nastȩpny rozdzia l stanowi zasadnicza̧ czȩść tej pracy.
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Rysunek 4.2: Funkcje Wanniera, zlokalizowane na i-tym (linia cia̧g la) oraz i+1-
szym atomie (linia przerywana) dla liniowego  lańcucha atomów wodoru o sta lej
sieci R = 3a0. Zastosowano przybliżenie najbliższych sa̧siadów.
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Rysunek 4.3: Parametry jednocza̧stkowe hamiltonianu  lańcucha liniowego,
w funkcji jego sta lej sieci R, liczone w bazie funkcji Wanniera {wi(r)} (linie

cia̧g le) oraz w bazie atomowej {Ψi(r)} (linie przerywane). Ramka: zależność
wspó lczynników rozwiniȩcia funkcji Wanniera na funkcje atomowe i ca lki przekry-
wania S od sta lej sieci. Zastosowano przybliżenie najbliższych sa̧siadów.
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Rysunek 4.4: Parametry dwucza̧stkowe hamiltonianu  lańcucha liniowego,
w funkcji jego sta lej sieci R, liczone w ortonormalnej bazie funkcji Wanniera
{wi(r)} (linie cia̧g le) oraz w bazie atomowej {Ψi(r)} (linie przerywane). Zasto-
sowano przybliżenie najbliższych sa̧siadów.
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Rysunek 4.5: Energia stanu podstawowego EG  lańcuchów skończonych z perio-
dycznymi warunkami brzegowymi w funkcji sta lej sieci R. Wartość parametru
wariacyjnego funkcji atomowej typu 1s jest ustalona: α = 1/a0. Uwzglȩdniono
odpychanie kulombowskie ja̧der oraz zastosowano przybliżenie najbliższych
sa̧siadów.
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Rysunek 4.6: Energia stanu podstawowego EG  lańcuchów skończonych z perio-
dycznymi warunkami brzegowymi w funkcji parametru wariacyjnego α funkcji
atomowej typu 1s dla sta lej sieci R = 3.5a0. Uwzglȩdniono odpychanie kulom-
bowskie ja̧der oraz zastosowano przybliżenie najbliższych sa̧siadów.
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Rysunek 4.7: Energia stanu podstawowego EG  lańcuchów skończonych z perio-
dycznymi warunkami brzegowymi w funkcji parametru wariacyjnego α funkcji
atomowej typu 1s dla sta lej sieci R = 4a0. Uwzglȩdniono odpychanie kulom-
bowskie ja̧der oraz zastosowano przybliżenie najbliższych sa̧siadów.
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Rysunek 4.8: Energia stanu podstawowego EG  lańcucha N = 4 atomów wodoru
w funkcji sta lej sieci R i parametru wariacyjnego α. P laska czȩść wykresu jest
dodana sztucznie w celu lepszego uwidocznienia krzywych R = const; kó lkami

zaznaczono minima krzywych, o ile istniaja̧. Uwzglȩdniono odpychanie kulom-
bowskie ja̧der oraz zastosowano przybliżenie najbliższych sa̧siadów.
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Rysunek 4.9: Skalowanie energii stanu podstawowego EG ze wzrostem rozmiaru
uk ladu dla wybranych wartości sta lej sieci R i optymalnej wartości parametru
wariacyjnego α = αmin funkcji atomowej typu 1s.
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Rysunek 4.10: Skalowanie optymalnej wartości parametru wariacyjnego α =
αmin funkcji atomowej typu 1s ze wzrostem rozmiaru uk ladu dla wybranych
wartości sta lej sieci R.
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5  Lańcuch jednowymiarowy: model rozszerzony

5.1 Baza dok ladnych funkcji Wanniera dla modelu jedno-

pasmowego

Przedstawiona poniżej konstrukcja funkcji Wanniera dla uk ladu jednowymia-
rowego o sta lej sieci R jest uproszczona̧ wersja̧ konstrukcji zdefiniowanej wzo-
rami (2.15-2.16) dla rozważanych w tym rozdziale skończonych  lańcuchów N -
atomowych z okresowymi warunkami brzegowymi. Wyobrażenie takiego uk ladu,
istotne z punktu widzenia dalszych rachunków, przedstawia Rysunek 5.1. Należy
pamiȩtać, że jest to wyobrażenie umowne, które wyjaśnia jak rozumiemy tutaj
okresowe warunki brzegowe i określamy odleg lości miȩdzy wȩz lami sieci; parame-
try mikroskopowe sa̧ natomiast liczone tak, jakby wȩze l i-ty wraz z N − 1 sa̧sia-
dami leża l na jednej prostej.

Z uwagi na translacyjna̧ niezmienniczość zagadnienia, ca lki przekrywania funk-
cji atomowych typu 1s (2.22), zlokalizowanych na i-tym oraz j-tym wȩźle sieci,
zależa̧ wy la̧cznie od różnicy indeksów:

Sij ≡ 〈Ψi|Ψj〉 = S(Rij) = Si−j, (5.1)

przy czym:

S(Rij) = exp(−αRij)
(

1 + αRij +
1

3
α2R2

ij

)

; (5.2)

gdzie i, j = 0, .., N − 1, przy czym stosujemy periodyczne warunki brzegowe
do różnicy indeksów: i − j ± N = i − j (wobec tego można przyja̧ć i − j =
0, .., N −1), Rij jest odleg lościa̧ wȩz lów zdefiniowana̧ jako d lugość krótszego  luku
(por. Rysunek 5.1).

Wobec tego, możemy zdefiniować funkcje Blocha dla rozważanego uk ladu:

Φk =
Nk

N1/2

N−1
∑

j=0

Ψj exp

(

i
2πkj

N

)

, (5.3)

ze wspó lczynnikami normalizacyjnymi:

Nk =





N−1
∑

p=0

Sp cos
2πkp

N





−1/2

; (5.4)

gdzie k = 0, .., N − 1 jest numerem punktu w pierwszej strefie Brillouina. Jak
 latwo sprawdzić bezpośrednim rachunkiem, funkcje Blocha zdefiniowane wzorami
(5.3-5.4) sa̧ ortogonalne i unormowane, tzn. 〈Φk|Φk′〉 = δkk′.

Funkcje Wanniera dla  lańcucha liniowego definiujemy jako odwrotne transfor-
maty Fouriera z funkcji Blocha:

wj =
1

N1/2

N−1
∑

k=0

Φk exp

(

−i
2πkj

N

)

, (5.5)
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Rysunek 5.1: Umowne wyobrażenie  lańcucha N atomowego o sta lej sieci R
z periodycznymi warunkami brzegowymi. Odleg lość pomiȩdzy i-tym a j-tym
wȩz lem sieci Rij definiujemy jako d lugość krótszego  luku zaznaczonego okrȩgu.

co daje siȩ przekszta lcić do postaci:

wi =
N−1
∑

j=0

βi−jΨj , gdzie: βp =
1

N

N−1
∑

k=0

Nk cos
2πkp

N
. (5.6)

Funkcje Wanniera, skonstruowane wzorami (5.1-5.6) sa̧ dok ladne w sensie
modelu jednopasmowego: uwzglȩdniono wszystkie ca lki przekrywania pomiȩdzy
funkcjami atomowymi {Ψi(r)} zlokalizowanymi na poszczególnych wȩz lach sieci,
jednak rozważana klasa funkcji atomowych jest, ze wzglȩdów praktycznych, ogra-
niczona do funkcji atomowych typu 1s, zależnych od jednego parametru waria-
cyjnego α.

5.2 Hamiltonian

W tym rozdziale rozważamy  lańcuchy liniowe atomów wodoru, z uwzglȩdnieniem
wszystkich oddzia lywań opisanych ca lkami dwucentrowymi (3.6-3.9). Ca lki trój-
i czterocentrowe, wystȩpuja̧ce w ogólnym hamiltonianie uk ladu fermionów na sie-
ci (2.5) zaniedbujemy, gdyż chcemy uwzglȩdnić w sposób konsystentny przynaj-
mniej procesy dwuwȩz lowe. Równocześnie, parametry jednocza̧stkowe hamilto-
nianu liczymy z uwzglȩdnieniem wszystkich studni kulombowskich wytworzonych
przez jony sieci (por. Uzupe lnienie C); w przeciwnym wypadku pominȩlibyśmy
oddzia lywania tego samego rzȩdu co parametry dwucza̧stkowe odpowiadaja̧ce
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dalszym sa̧siadom. Ostatecznie, rozważamy hamiltonian w postaci:

H =
N−1
∑

i=0







ǫani + Uni↑ni↓ +
i−1
∑

j=0

[(

Ki−j −
1

2
Ji−j

)

ninj − 2Ji−jS
z
i S

z
j +

+
∑

σ

(ti−j + Vi−j(niσ̄ + njσ̄))
(

a†iσajσ + h.c.
)

− Ji−j

(

S+
i S

−
j + h.c.

)

+

+Ji−j

(

a†i↑a
†
i↓aj↓aj↑ + h.c.

)]}

. (5.7)

Wszystkie parametry hamiltonianu (5.7), obliczane w bazie dok ladnych funk-
cji Wanniera {wi(r)} skonstruowanej wzorami (5.1-5.6), można  latwo wyrazić
poprzez ich odpowiedniki w bazie atomowej {Ψi(r)}. Podamy tutaj ostatecz-
ny rezultat, otrzymany ze wzorów (A.6-A.7), poprzez jawne wykonanie czȩści
sumowań:

ǫa =
∑

q

β2
q ǫ

′
a + 2

∑

qr
q>r

βqβrt
′
q−r, (5.8)

tp =
∑

q

βqβp−qǫ
′
a + 2

∑

qr
q>r

βqβp−rt
′
q−r, (5.9)

U =
∑

q

β4
qU

′ + 2
∑

qr
q>r

β2
qβ

2
r

(

K ′
q−r + 2J ′

q−r

)

+ 8
∑

qr
q>r

β3
qβrV

′
q−r, (5.10)

Kp =
∑

q

β2
qβ

2
p−qU

′ + 2
∑

qr
q>r

β2
qβ

2
p−rK

′
q−r + 4

∑

qr
q>r

βqβp−qβrβp−rJ
′
q−r+

+4
∑

qr
q>r

(

β2
qβp−qβp−r + βqβ

2
p−qβr

)

V ′
q−r, (5.11)

Vp =
∑

q

β3
qβp−qU

′ + 2
∑

qr
q>r

(

β3
qβp−q + 3β2

qβp−qβr

)

V ′
q−r+

+2
∑

qr
q>r

β2
qβrβp−r

(

2J ′
q−r + K ′

q−r

)

, (5.12)

Jp =
∑

q

β2
qβ

2
p−qU

′ + 4
∑

qr
q>r

(

βqβ
2
p−qβr + β2

qβp−qβp−r

)

V ′
q−r+

+2
∑

qr
q>r

βqβp−qβp−rβr

(

J ′
q−r + K ′

q−r

)

+ 2
∑

qr
q>r

β2
qβ

2
p−rJ

′
q−r; (5.13)

gdzie p, q, r = 0, .., N−1, zaś wspó lczynniki rozwiniȩcia funkcji Wanniera na funk-
cje atomowe z ujemnym indeksem definiujemy korzystaja̧c z symetrii wyrażenia
(5.6): β−p = βp. Zauważmy, że parametry t1, K1, V1, J1 sa̧ odpowiednikami
t, K, V , J , zdefiniowanych w poprzednim rozdziale dla najbliższych sa̧siadów.
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Co wiȩcej, parametry ǫa, U , tp, Kp, Vp, Jp w bazie Wanniera wyrażamy w zamk-
niȩtej postaci poprzez zespó l tych samych parametrów (ǫ′a, U ′, t′p, K ′

p, V ′
p , J ′

p)
w bazie atomowej.

Wyrażenia na parametry dwucza̧stkowe po prawych stronach wzorów (5.8-
5.13) sa̧ analogiczne jak dla cza̧steczki H2:

K ′
i−j = K ′(Rij), V ′

i−j = V ′(Rij), J ′
i−j = J ′(Rij); (5.14)

gdzie zależności funkcyjne od odleg lości określaja̧ wzory (3.22-3.27). Istotna kom-
plikacja w porównaniu z moleku la̧ H2 pojawia siȩ w przypadku parametrów jed-
nocza̧stkowych, co zosta lo opisane w Uzupe lnieniu C.

Po wyznaczeniu energii stanu podstawowego rozważanego uk ladu dodajemy
do niej wyraz opisuja̧cy odpychanie kulombowskie ja̧der, z uwzglȩdnieniem wszyst-
kich par atomów w uk ladzie (por. Rysunek 5.1):

EJ−J =
∑

ij
i>j

2

Rij

. (5.15)

Opisane podej́scie wykracza w sposów istotny poza przybliżenie najbliższych
sa̧siadów (por. Rozdzia l 4), jednak trzeba pamiȩtać, że tak rozszerzony model ma
również charakter przybliżony. Dla bardzo ma lych sta lych sieci R wyrazy trój-
i czterocentrowe bȩda̧ determinować w lasności fizyczne uk ladu. Jednak w takim
obszarze najprawdopodobniej w ogóle traca̧ sens rozważania modeli elektronów
na sieci, gdyż sieć utworzona przez ja̧dra atomów wodoru (protony) może nie być
stabilna i przechodzić np. do stanu plazmy. Przedstawionego tutaj podej́scia by lo
sprawdzenie, czy istnieje obszar pośredni, w którym model rozszerzony o wszyst-
kie wyrazy dwucentrowe daje poprawne rezultaty. Analiza̧ stabilności sieci jed-
nowymiarowej zajmiemy siȩ poniżej.

5.3 Drgania zerowe jonów sieci

Przedstawimy najpierw oszacowanie poprawki do energii stanu podstawowego,
pochodza̧cej od drgań zerowych jednowymiarowego uk ladu N atomów z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi. W przybliżeniu harmonicznym, czȩstości
drgań modów normalnych spe lniaja̧ relacjȩ dyspersji [23]:

ωk =
(

2C

M

)1/2
(

1 − cos
2πk

N

)1/2

= 2
(

C

M

)1/2

sin
πk

N
, (5.16)

gdzie M jest masa̧ atomu wodoru, zaś sta la sprȩżystości dla drgań pod lużnych C
może być  latwo obliczona poprzez numeryczne różniczkowanie energii stanu pod-
stawowego EG, otrzymanej ze ścis lej diagonalizacji hamiltonianu (5.7), z uwzglȩd-
nieniem odpychania kulombowskiego ja̧der (5.15):

C =
1

N

∂2EG

∂2R
. (5.17)
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Formalnie, wzór (5.17) jest s luszny jedynie w sytuacji, gdy energia stanu pod-
stawowego EG ma minimum ze wzglȩdu na sta la̧ sieci R i rozważamy ma le drga-
nia wokó l tego minimum. Tutaj zak ladamy jednak, że uk lad jest zamkniȩty
w pudle jednowymiarowym o d lugości NR (z periodycznymi warunkami brze-
gowymi), zatem ewentualne globalne oddzia lywanie odpychaja̧ce atomów (przy-
padek ∂EG/∂R < 0) jest zrównoważone. Wobec tego, dla przypadku ∂2EG/∂R

2 >
0 możemy rozważać ma le drgania uk ladu charakteryzowanego sta la̧ sprȩżystości
C. Powyższe rozumowanie za lamuje siȩ oczywíscie, gdy jedno z wymienionych
za lożeń nie jest spe lnione (tzn. gdy ∂EG/∂R ≥ 0 lub ∂2EG/∂R

2 ≤ 0). Z tego
powodu z rozważań numerycznych dotycza̧cych drgań zerowych wykluczono mole-
ku lȩ H2 (N = 2). Dla uk ladów licza̧cych N = 3÷10 atomów wodoru oba za lożenia
okaza ly siȩ spe lnione.

Krótkiego wyjaśnienia wymaga też zakres indeksu k, numeruja̧cego punkty
pierwszej strefy Brillouina: k = 0 odpowiada modowi Goldstone’a zwia̧zanemu
z ruchem środka masy uk ladu. W dalszych rozważaniach pomijamy ten mod, tj.
przyjmujemy k = 1, .., N−1, co jest równoważne wyborowi uk ladu wspó lrzȩdnych
zwia̧zanego ze środkiem masy.

Ostatecznie, poprawka do energii stanu podstawowego pochodza̧ca od drgań
zerowych sieci, wysumowana po wszystkich modach normalnych, wynosi:

∆E
(fonony)
G =

∑

k

1

2
h̄ωk =

h̄

M1/2

(

1

N

∂2EG

∂R2

)1/2 N−1
∑

k=1

sin
πk

N
, (5.18)

lub w jednostkach atomowych (por. Uzupe lnienie B):

∆E
(fonony)
G =

(

2m

M

)1/2
(

1

N

∂2EG

∂R2

)1/2 N−1
∑

k=1

sin
πk

N
. (5.19)

Kluczowy dla prowadzonych tutaj oszacowań stosunek masy eletronu m do masy
atomu wodoru M przyjȩto jako równy m/M ≈ 1/1837.36.

Możemy również oszacować amplitudȩ drgań zerowych atomów uk ladu, która
bȩdzie punktem wyj́scia do dyskusji stabilności  lańcucha liniowego. Przedsta-
wimy tutaj rozumowanie quasiklasyczne, zbliżone do podanego w podrȩczniku
Kittela [23]. Jako punkt wyj́scia przyjmujemy, że energia drgań zerowych k-tego
modu normalnego jest równa energii odpowiadaja̧cego mu klasycznego oscylatora
harmonicznego o czȩstości ωk:

1

2
Mω2

k (∆Rk)2 =
1

2
h̄ωk, (5.20)

gdzie ∆Rk jest amplituda̧ drgań klasycznego oscylatora. Wyliczaja̧c amplitudy
dla poszczególnych modów ze wzoru (5.20) i wykonuja̧c odwrotna̧ transformatȩ
Fouriera otrzymujemy wyrażenie na kwadrat amplitudy drgań atomu sieci:

(∆R)2 =
1

N

N−1
∑

k=1

h̄

Mωk

. (5.21)
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Po podstawieniu (5.16) do (5.21) i przej́sciu do atomowych jednostek energii (por.
Uzupe lnienie B), ostatecznie otrzymujemy:

(∆R)2 =
1

N

(

m

2M

)1/2
(

1

N

∂2EG

∂R2

)−1/2 N−1
∑

k=1

1

sin(πk/N)
. (5.22)

Jak  latwo sprawdzić przybliżaja̧c sumȩ we wzorze (5.22) ca lka̧, przy za lożeniu,

że (N−1∂2EG/∂R
2)

−1/2
jest regularne przy N → ∞, wyrażenie na (∆R)2 jest

wówczas rozbieżne jak lnN .
Wielkości obliczane ze wzorów (5.19) i (5.22) można traktować jako pier-

wsze poprawki rachunku zaburzeń w stosunku do modelu, w którym jony sieci
rozważamy jako nieruchome punkty materialne. Należy podkreślić, że wspomnia-
ne poprawki stanowia̧ wyj́scie poza schemat metody wariacyjnej, w szczególności
poprawka do energii stanu podstawowego (5.19) nie musi być ujemna.

5.4 Wyniki numeryczne i dyskusja

Rysunek 5.2 przedstawia wp lyw optymalizacji bazy jednocza̧stkowej typu 1s
na kszta lt dok ladnej funkcji Wanniera określonej wzorami (5.1-5.6). Jako przy-
k lad wybrano  lańcuch N = 8 atomów o sta lej sieci R = 2a0. Podobnie jak
w przypadku moleku ly H2, widać wyraźna̧ koncentracjȩ jednocza̧stkowych funkcji
falowych w pobliżu ich macierzystych ja̧der atomowych, która wzrasta dodatkowo
po optymalizacji. Sugeruje to możliwość zwiȩkszenia, dziȩki optymalizacji bazy,
zakresu stosowalności rozważanego w Rozdziale 4 przybliżenia ciasnego wia̧zania,
a także uzasadnia pominiȩcie wyrazów trój- i czterocentrowych w hamiltonianie
(5.7).

Rysunki 5.3 i 5.4 pokazuja̧ wp lyw optymalizacji bazy jednocza̧stkowej na para-
metry mikroskopowe hamiltonianu (5.7), opisuja̧ce, odpowiednio, oddzia lywania
najbliższych i drugich sa̧siadów w bazie atomowej (parametry primowane). Wi-
dzimy tutaj istotny wp lyw optymalizacji bazy jednocza̧stkowej fizykȩ rozwa-
żanego modelu. W szczególności, parametry opisuja̧ce oddzia lywania drugich
sa̧siadów (por. Rysunek 5.4) maleja̧, co do wartości bezwzglȩdnej, typowo o rza̧d
wielkości pod wp lywem optymalizacji (wyja̧tek stanowi parametr miȩdzyatomo-
wego odpychania kulombowskiego K ′

2, który zawiera sk ladowa̧ d lugozasiȩgowa̧
oddzia lywania ∼ 1/R). Podobne zachowanie obserwujemy dla wspó lczynników
rozwiniȩcia funkcji Wanniera {wi(r)} na funkcje atomowe {Ψi(r)} (por. Ry-
sunek 5.5), po optymalizacji parametr β2, opisuja̧cy domieszkȩ funkcji atom-
owych zlokalizowanych na drugich sa̧siadach do funkcji Wanniera, staje siȩ już
zaniedbywalnie ma ly.

Podobnie, po optymalizacji bazy jednocza̧stkowej obserwujemy silne zmia-
ny wartości parametrów mikroskopowych hamiltonianu (5.7) liczonych w bazie
dok ladnych funkcji Wanniera (5.1-5.6), co obrazuja̧ Rysunki 5.6-5.7. Analogicz-
nie jak dla parametrów primowanych, wyrazy opisuja̧ce oddzia lywania drugich
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sa̧siadów istotnie maleja̧ (w tym również wyraz K2) po optymalizacji (por. Ry-
sunek 5.7).

Na szczególna̧ uwagȩ zas luguje zachowanie ca lki kulombowskiej wewna̧trzato-
mowej U i miȩdzyatomowej dla najbliższych sa̧siadów K1 (por. Rysunek 5.7).
Przecinanie siȩ krzywych odpowiadaja̧cych tym parametrom dla wartości kry-
tycznej sta lej sieci R ≈ 2.347a0 zosta lo zidentyfikowane jako jedna z przyczyn
niefizycznego zachowania (kolapsu)  lańcucha w przybliżeniu najbliższych sa̧siadów
(por. Rozdzia l 4). W modelu rozszerzonym również obserwujemy przecinanie siȩ
krzywych przed optymalizacja̧ bazy, wartość krytyczna sta lej sieci R ≈ 2.359a0
jest w zbliżona do poprzedniej. Opisane zachowania jednak ca lkowicie znika po
optymalizacji bazy jednocza̧stkowej: wówczas w ca lym badanym zakresie sta lych
sieci R/a0 = 2 ÷ 5 mamy U > K1, co wydaje siȩ być wynikiem poprawnym.
Podobne uwagi dotycza̧ również ca lki przeskoku (hoppingu) elektronu pomiȩdzy
najbliższymi sa̧siadami t1 (por. Rysunek 5.6). W modelu rozszerzonym jest
ona ujemna w ca lym badanym obszarze i maleje dla ma lych R, podczas gdy
w przybliżeniu najbliższych sa̧siadów by la dodatnia poniżej wartości krytycznej
R ≈ 4.362a0.

Opisane powyżej zmiany zachowania parametrów mikroskopowych modelu
rozszerzonego w porównaniu z przybliżeniem najbliższych sa̧siadów pozwalaja̧
oczekiwać, że niefizyczne zachowanie uk ladu dla ma lych R zniknie lub znacznie
zredukuje siȩ przedzia l R jego wystȩpowania. Istotnie, Rysunek 5.8 pokazuje
brak kolapsu w ca lym badanym zakresie sta lych sieci R/a0 = 2÷ 5. Optymaliza-
cja parametru wariacyjnego α również by la możliwa w ca lym badanym zakresie
sta lych sieci (por. Rysunek 5.9). Wyja̧tek stanowi  lańcuch z lożony z N = 3
atomów, dla którego optymalne wartości parametru α = αmin uda lo siȩ znaleźć
pocza̧wszy od R = 2.25a0. Na Rysunku 5.9 widoczne sa̧ również szczególnie duże
b lȩdy numeryczne wyznaczenia α = αmin dla N = 3. Problem ten jest najpraw-
dopodobniej zwia̧zany z sama̧ konstrukcja̧ modelu rozszerzonego: zwiȩkszaja̧c
liczbȩ N atomów w  lańcuchu dodajemy równocześnie nowe oddzia lywania (i ca lki
przekrywania funkcji atomowych uwzglȩdniane w konstrukcji dok ladnych funkcji
Wanniera), dziȩki czemu model staje siȩ dok ladniejszy.

Istotna̧ zaleta̧ przedstawionej w tym rozdziale konstrukcji modelu rozszerzone-
go jest bezpośrednia stosowalność wszystkich wzorów do przypadku szczególnego
moleku ly H2, po prostym po lożeniu N = 2. Wynika to, najkrócej mówia̧c,
ze sposobu, w jaki rozumiemy tutaj periodyczne warunki brzegowe (por. Ry-
sunek 5.1) i znajduje potwierdzenie w ostatecznych wynikach (por. Rysunki 5.8
i 5.9, krzywe dla N = 2 oraz Rysunek 3.5). Opisana cecha modelu rozszerzo-
nego uwiarygodnia również kluczowy wynik fizyczny tej czȩści pracy:  lańcuchy

liniowe z periodycznymi warunkami brzegowymi nie posiadaja̧ stanu zwia̧zanego

dla N ≥ 3 w rozważanym tutaj zakresie sta lych sieci R/a0 = 2 ÷ 5, dominuja̧
wówczas oddzia lywania odpychaja̧ce (por. Rysunek 5.8).

Z drugiej strony, dodawanie nowych oddzia lywań przy wzroście liczby N
atomów w  lańcuchu, w szczególności oddzia lywań kulombowskich miȩdzywȩz-
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 lowych Kp, które zawieraja̧ sk ladowa̧ d lugozasiȩgowa̧ oddzia lywania ∼ 1/pR,
powoduje wolna̧ zbieżność wyników ze wzrostem N . Dok ladniej mówia̧c, różnice
energii na wȩze l sieci pomiȩdzy krzywymi dla N = 3 ÷ 10 na Rysunku 5.8
przekraczaja̧ 0.1 Ry, podczas gdy analogiczne różnice dla  lańcucha w przybliżeniu
najbliższych sa̧siadów by ly rzȩdu 10−4 Ry (por. Rozdzia l 4). Podobnie, odstȩp-
stwa optymalnych wartości parametru wariacyjnego α = αmin dla modelu rozsze-
rzonego sa̧ rzȩdu 0.1/a0, zaś dla przybliżenia najbliższych sa̧siadów by ly o dwa
rzȩdy wielkości mniejsze.

Oczywíscie, opisanego powyżej pogorszenia zbieżności charakterystyk stanu
podstawowego nie należy traktować jako wady modelu rozszerzonego. Jak zosta lo
pokazane (por. Rozdzia l 4), przybliżenie najbliższych sa̧siadów prowadzi do nie-
fizycznego zachowania (kolapsu)  lańcucha dla sta lych sieci R ≈ 3a0. Dodatkowym
efektem jest “kolaps” w przestrzeni parametru wariacyjnego α, który uniemożliwia
przeprowadzenie optymalizacji bazy jednocza̧stkowej dla sta lych sieci mniejszych
od wartości krytycznej R ≈ 3.7a0. Wobec tego wydaje siȩ, że ilościowe wyniki
uzyskane w ramach przybliżenia najbliższych sa̧siadów sa̧ fizycznie b lȩdne, pomi-
mo szybkiej zbieżności ze wzrostem N . Natomiast, wolna zbieżność wyników dla
modelu rozszerzonego obrazuje rzeczywista̧ z lożoność zachowania uk ladu.

Na koniec rozważymy wp lyw drgań zerowych jonów sieci na energiȩ stanu pod-
stawowego EG i stabilność  lańcuchów licza̧cych N = 3÷10 atomów wodoru z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi. Ze wzglȩdu na konieczność numerycznego
obliczania pochodnych ∂2EG/∂R

2, wystȩpuja̧cych we wzorach (5.19) i (5.22),
dane przedstawione na Rysunkach 5.10 i 5.11 sa̧ obarczone znacznie wiȩkszymi
b la̧dami numerycznymi niż wszystkie prezentowane do tej pory (przyk ladowo, dla
energii stanu podstawowego EG z optymalizacja̧ parametru α, b lȩdy numeryczne
nie przekraczaja̧ 10−5 Ry). Pomimo to, można na ich podstawie sformu lować
kilka istotnych wniosków jakościowych, które przedstawiamy poniżej.

Przede wszystkim, drgania zerowe dodatkowo destabilizuja̧ sieć. Po drugie,
jak widać z Rysunku 5.10, poprawki do energii stanu podstawowego, pochodza̧-
ce od drgań zerowych, szybko zanikaja̧ ze wzrostem sta lej sieci R. Dla sta lych
sieci bliskich najmniejszej z rozważanych tutaj wartości R = 2a0 poprawki te nie
przekraczaja̧ jednak 0.03 Ry na wȩze l i wydaja̧ siȩ być zbieżne ze wzrostem N .

Inaczej wygla̧da sytuacja dla amplitud drgań zerowych, przedstawionych na Ry-
sunku 5.11. Zgodnie z oczekiwaniami, amplitudy drgań zerowych wydaja̧ siȩ
rosna̧ć nieograniczenie ze wzrostem liczby N atomów w uk ladzie. Wzglȩdne am-
plitudy dla uk ladów licza̧cych N = 3÷10 atomów osia̧gaja̧ dość znaczne wartości
∆R/R = 0.05 ÷ 0.07, które zbliżaja̧ siȩ zbliżać, ze wzrostem N , do umownego
kryterium Lindemanna topnienia kryszta lów ∆R/R ≈ 0.1. Dodatkowo, wzglȩdne
amplitudy wyraźnie rosna̧ ze wzrostem sta lej sieci R, co sugeruje możliwość zmi-
any uporza̧dkowania geometrycznego uk ladu dla dużych R. Z tego powodu, in-
teresuja̧ce wydaje siȩ uwzglȩdnienie, w ramach modelu rozszerzonego, możliwości
dimeryzacji, czyli  la̧czenia siȩ par atomów  lańcucha w cza̧steczki. Zajmujemy siȩ
tym w nastȩpnym rozdziale.
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Rysunek 5.2: Funkcja Wanniera dla  lańcucha N = 8 atomów wodoru z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi, zbudowana z funkcji atomowych typu 1s
z parametrem wariacyjnym α = 1 (linia przerywana), oraz optymalnym αmin =
1.753/a0 (linia cia̧g la). Uwzglȩdniono wszystkie ca lki przekrywania funkcji ato-
mowych; sta la sieci  lańcucha wynosi R = 2a0.
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Rysunek 5.3: Parametry mikroskopowe hamiltonianu  lańcucha liniowego N =
8 atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, liczone w bazie
atomowej (primowane), odpowiadaja̧ce oddzia lywaniom najbliższych sa̧siadów,
w funkcji sta lej sieci. Linie przerywane: funkcje atomowe bez optymalizacji, linie

cia̧g le: z optymalizacja̧.
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Rysunek 5.4: Parametry mikroskopowe hamiltonianu  lańcucha liniowego N = 8
atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, liczone w bazie ato-
mowej (primowane), odpowiadaja̧ce oddzia lywaniom drugich sa̧siadów, w funkcji
sta lej sieci. Linie przerywane: funkcje atomowe bez optymalizacji, linie cia̧g le:

z optymalizacja̧.
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Rysunek 5.5: Wspó lczynniki rozwiniȩcia dok ladnych funkcji Wanniera
na funkcje atomowe typu 1s dla  lańcucha N = 8 atomów wodoru. Linie przery-

wane: funkcje atomowe bez optymalizacji, linie cia̧g le: z optymalizacja̧.
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Rysunek 5.6: Parametry mikroskopowe hamiltonianu  lańcucha liniowego N = 8
atomów wodoru, w bazie atomowej dok ladnych funkcji Wanniera, odpowiadaja̧ce
oddzia lywaniom najbliższych sa̧siadów, w funkcji sta lej sieci. Linie przerywane:

funkcje atomowe bez optymalizacji, linie cia̧g le: z optymalizacja̧.
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Rysunek 5.7: Parametry mikroskopowe hamiltonianu  lańcucha liniowego N = 8
atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, w bazie dok ladnych
funkcji Wanniera, odpowiadaja̧ce oddzia lywaniom drugich sa̧siadów, w funkcji
sta lej sieci. Linie przerywane: funkcje atomowe bez optymalizacji, linie cia̧g le:

z optymalizacja̧.
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Rysunek 5.8: Energia stanu podstawowego EG  lańcuchów skończonych N = 2÷8
atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, w modelu rozszerzo-
nym, w funkcji sta lej sieci R. Uwzglȩdniono odpychanie kulombowskie ja̧der.
Wszystkie krzywe odpowiadaja̧ optymalnej wartości parametru wariacyjnego α
funkcji atomowej typu 1s.
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Rysunek 5.9: Optymalna wartość parametru wariacyjnego α funkcji atomowej
typu 1s dla  lańcuchów skończonych N = 2 ÷ 8 atomów wodoru z periodycznymi
warunkami brzegowymi, w modelu rozszerzonym, w funkcji sta lej sieci R.
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Rysunek 5.10: Poprawka do energii stanu podstawowego pochodza̧ca od drgań
zerowych jonów sieci, wysumowana po wszystkich modach normalnych, dla
 lańcuchów skończonych N = 3 ÷ 8 atomów wodoru w modelu rozszerzonym
z periodycznymi warunkami brzegowymi, w funkcji sta lej sieci.
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Rysunek 5.11: Wzglȩdna amplituda drgań zerowych jonów sieci,
z uwzglȩdnieniem wszystkich modów normalnych, dla  lańcuchów skończonych
N = 3 ÷ 8 atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, w ramach
modelu rozszerzonego, w funkcji sta lej sieci.
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6 Dimeryzacja

6.1 Baza dok ladnych funkcji Wanniera

W tym rozdziale przedstawimy modyfikacjȩ konstrukcji dok ladnych funkcji Wan-
niera (por. Rozdzia l 5) dla  lańcucha z możliwościa̧ dimeryzacji, czyli  la̧czenia
siȩ par atomów w cza̧steczki. Dla takiego uk ladu definiujemy dwie podsieci,
numerowane indeksem α = A,B. Dalej przyjmujemy umownie, że podsieć A
sk lada siȩ z atomów o numerach parzystych: A = {2i}, zaś B - z atomów
o numerach nieparzystych: B = {2i + 1}, gdzie i = 0, .., ND − 1 jest numerem
dimeru (w tym rozdziale rozważamy wy la̧cznie  lańcuchy z lożone z parzystej liczby
atomów N = 2ND). Możemy teraz zdefiniować dwie bazy równoważnych funkcji
atomowych w poszczególnych podsieciach:

ΨA
i (r) = Ψ2i(r), ΨB

i (r) = Ψ2i+1(r); (6.1)

oraz określić dla nich funkcje Blocha:

ΦA
k =

NA
k

N
1/2
D

ND−1
∑

j=0

ΨA
j exp

(

i
2πkj

ND

)

, ΦB
k =

NB
k

N
1/2
D

ND−1
∑

j=0

ΨB
j exp

(

i
2πkj

ND

)

;

(6.2)
gdzie indeks k = 0, .., ND − 1 numeruje punkty w pierwszej strefie Brillouina, zaś
wspó lczynniki normalizacyjne sa̧ określone wzorami:

Nk ≡ NA
k = NB

k =





ND−1
∑

p=0

SAA
p cos

2πkp

ND





−1/2

. (6.3)

Ca lki przekrywania funkcji atomowych, wystȩpuja̧ce w wyrażeniu (6.3) moga̧
być wyliczane z prostego uogólnienia wzoru (5.1): Sαβ

i−j = S(Rαβ
ij ), gdzie α, β =

A,B, i, j = 0, .., ND − 1, przy czym stosujemy periodyczne warunki brzegowe:
i ± ND = i, wobec czego można przyja̧ć: i − j = 0, .., ND − 1. Odleg lości Rαβ

ij

atomów  lańcucha zosta ly zdefiniowane na Rysunku 6.1 jako d lugości krótszego
 luku okrȩgu. Definicje odleg lości Rαβ

ij wykazuja̧ symetrie: Rβα
ji = Rαβ

ij oraz RAA
ij =

RBB
ij , które przenosza̧ siȩ na wszystkie rozważane w tym rozdziale parametry

z analogicznymi indeksami.
Jak  latwo sprawdzić bezpośrednim rachunkiem, funkcje Blocha (6.2) ze wspó l-

czynnikami normalizacyjnymi (6.3) spe lniaja̧ relacjȩ ortonornalności dla każdej

podsieci z osobna: 〈Φα
k |Φ

α
k′〉 = δkk′, jednak

〈

ΦA
k |Φ

B
k

〉

≡ SAB(k) 6= 0 (na ogó l).
Dokonujemy zatem ortogonalizacji funkcji Blocha dla ca lego uk ladu w postaci:

Φ1
k = β

(

ΦA
k + γ∗

kΦB
k

)

, Φ2
k = β

(

ΦB
k + γkΦ

A
k

)

; (6.4)

gdzie:

γk = −
SAB(k)

1 +
√

1 − |SAB(k)|2
, (6.5)
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Rysunek 6.1: Umowne wyobrażenie  lańcucha z periodycznymi warunkami brze-
gowymi i możliwościa̧ dimeryzacji. Wprowadzamy dwie sta le sieci R1 i R oraz
dwie podsieci A, B; uk lad jest niezmienniczy ze wzglȩdu na translacje o 2R,
mamy także równoważność podsieci. Indeksy i, j sa̧ teraz numerami dimerów.
Odleg lość definiujemy jako d lugość krótszego  luku okrȩgu.

βk =





1 +
|SAB(k)|2

(

1 +
√

1 − |SAB(k)|2
)2 −

|SAB(k)|2

1 +
√

1 − |SAB(k)|2







−1/2

. (6.6)

Iloczyn skalarny funkcji Blocha dla podsieci (6.2), wystȩpuja̧cy we wzorach (6.5-
6.6), wyraż siȩ poprzez ca lki przekrywania funkcji atomowych Sαβ

p w nastȩpuja̧cy
sposób:

SAB(k) = Nk

∑

p

(

SAB
p + SBA

p

2
cos

2πkp

ND
+ i

SAB
p − SBA

p

2
sin

2πkp

ND

)

. (6.7)

Ostatecznie, rozwiniȩcie funkcji Wanniera na funkcje atomowe ma postać:

wα
i =

∑

iα

βαβ
i−jΨ

β
j , (6.8)

gdzie α, β = A,B, i, j = 0, .., ND − 1. Wykonuja̧c odwrotne transformacje Fou-
riera dla zortonormalizowanych funkcji Blocha (6.4), otrzymujemy wspó lczynniki
rozwiniȩcia (6.8) jako:

βAA
p = N−1

D

∑

k

Nkβk cos
2πkp

ND

, (6.9)

βAB
p = N−1

D

∑

k

Nkβk

(

Reγk cos
2πkp

ND

+ Imγk sin
2πkp

ND

)

, (6.10)
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βBA
p = N−1

D

∑

k

Nkβk

(

Reγk cos
2πkp

ND
− Imγk sin

2πkp

ND

)

, (6.11)

βBB
p = βAA

p . (6.12)

Jak widać, wzory (6.9-6.12) posiadaja̧ symetrie winikaja̧ce z geometrii uk ladu,
a dok ladniej, z definicji odleg lości wprowadzonej na Rysunku 6.1: βBB

p = βAA
p ,

oraz βAB
p = βBA

−p .

6.2 Hamiltonian

Możemy dokonać prostego uogólnienia hamiltonianu  lańcucha liniowego, zawie-
raja̧cego wszystkie ca lki dwucentrowe (5.7) na uk lad z dwiema podsieciami, nu-
merowanymi indeksami α, β = A,B:

H =
ND−1
∑

i=0
α=A,B







ǫaniα + Uniα↑niα↓ +
∑

jβ<iα

[(

Kαβ
i−j −

1

2
Jαβ
i−j

)

niαnjβ+

−2Jαβ
i−jS

z
iαS

z
jβ +

∑

σ

(

tαβi−j + V αβ
i−j(niασ̄ + njβσ̄)

) (

a†iασajβσ + h.c.
)

+

−Jαβ
i−j

(

S+
iαS

−
jβ + h.c.

)

+ Jαβ
i−j

(

a†iα↑a
†
iα↓ajβ↓ajβ↑ + h.c.

)]}

, (6.13)

gdzie relacja iα < jβ odpowiada kolejności atomów w  lańcuchu. Przy odpowied-
niej definicji parametrów mikroskopowych, hamiltonian (6.13) bȩdzie opisywa l
 lańcuch liniowy z dimeryzacja̧.

Parametry hamiltonianu (6.13) sa̧ oczywíscie zdefiniowane w bazie funkcji
Wanniera, określonej wzorami (6.8-6.12). Wyrazimy je teraz za pomoca̧ analo-
gicznych parametrów, liczonych w bazie atomowej (6.1) i oznaczanych z primami:

ǫa =
∑

qγ

(

βAγ
q

)2
ǫ′a + 2

∑

qγ,rδ
qγ>rδ

βAγ
q βAδ

−rt
′γδ
q−r, (6.14)

tαβp =
∑

qγ

βαγ
q ββγ

p−qǫ
′
a + 2

∑

qγ,rδ
qγ>rδ

βαγ
q ββδ

p−rt
′γδ
q−r, (6.15)

U =
∑

qγ

(

βAγ
q

)4
U ′ + 2

∑

qγ,rδ
qγ>rδ

[

(

βAγ
q βAδ

r

)2 (

K ′γδ
q−r + 2J ′γδ

q−r

)

+ 4
(

βAγ
q

)3
βAδ
r V ′γδ

q−r

]

,

(6.16)

Kαβ
p =

∑

qγ

(

βαγ
q ββγ

p−q

)2
U ′ + 2

∑

qγ,rδ
qγ>rδ

{

(

βαγ
q ββδ

p−r

)2
K ′γδ

q−r+

+2βαγ
q ββγ

p−q

[

βαδ
r ββδ

p−rJ
′γδ
q−r +

(

βαγ
q ββδ

p−r + ββγ
p−qβ

αδ
r

)

V ′γδ
q−r

]}

, (6.17)
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V αβ
p =

∑

qγ

(

βαγ
q

)3
ββγ
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+
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)
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q

(

βαδ
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)2
ββγ
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, (6.18)

Jαβ
p =

∑
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(

βαγ
q ββγ

p−q

)2
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qγ,rδ
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βαγ
q βαδ
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q−r + J ′γδ
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+

+
(

βαγ
q ββδ
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q ββγ
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(

βαγ
q ββδ

p−r + βαδ
r ββγ

p−q

)

V ′γδ
q−r

]

. (6.19)

Parametry dwucza̧stkowe hamiltonianu liczone w bazie atomowej (primowane),
które wystȩpuja̧ po prawych stronach równań (6.14-6.19) sa̧ określone analogicz-
nie jak dla cza̧steczki H2 (por. Rozdzia l 3):

K ′αβ
i−j = K ′(Rαβ

ij ), V ′αβ
i−j = V ′(Rαβ

ij ), J ′αβ
i−j = J ′(Rαβ

ij ); (6.20)

gdzie zależności funkcyjne od odleg lości dane sa̧ wzorami (3.19-3.27). Dla ele-
mentów primowanych jednocza̧stkowych stosuje siȩ ogólny schemat postȩpowania
opisany w Uzupe lnieniu C.

Po zakończeniu obliczeń, do energii stanu podstawowego dodajemy, jak w po-
przednich przypadkach, wyraz opisuja̧cy odpychanie kulombowskie ja̧der, który
tym razem ma postać:

EJ−J =
∑

iα,jβ
iα<jβ

2

Rαβ
ij

, (6.21)

gdzie warunek iα < jβ przyjȩto, aby każda para ja̧der by la liczona tylko raz.

6.3 Wyniki numeryczne i dyskusja

W tym rozdziale, ze wzglȩdu na znaczna̧ komplikacjȩ rozważanego modelu w sto-
sunku do badanych poprzednio, przedstawimy jedynie końcowe wyniki dotycza̧ce
stanu podstawowego, pomijaja̧c dyskusjȩ zachowania parametrów mikroskopo-
wych modelu w różnych bazach oraz wspó lczynników rozwiȩcia funkcji Wanniera
na funkcje atomowe typu 1s. Nadmienimy jedynie, że dla wszystkich badanych
tutaj uk ladów przeprowadzono test metody dla przypadku diagonalnego R1 =
R i każdorazowo otrzymano wyniki zgodne z przedstawionymi w Rozdziale 5,
w granicach dok ladności numerycznej.

Energia stanu podstawowego dla  lańcuchów licza̧cych N = 4 ÷ 8 atomów
wodoru w modelu z dimeryzacja̧ (por. Rysunek 6.2), zachowuje siȩ w funkcji sta lej
sieci R zupe lnie podobnie jak dla uk ladu bez dimeryzacji (por. Rysunek 5.8).
Podobnie jak poprzednio, nie obserwujemy stanu zwia̧zanego dla  lańcucha. Ana-
logiczne uwagi stosuja̧ siȩ do optymalnej wartości parametru wariacyjnego α
funkcji atomowej typu 1s (por. Rysunek 6.3). Dok ladniejsza̧ analizȩ możemy
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przeprowadzić na podstawie wykresów zmian energii stanu podstawowego EG

na cza̧stkȩ i wartości α = αmin po uwzglȩdnieniu dimeryzacji (por. Rysunki
6.4 i 6.5, odpowiednio). Obie wielkości okazuja̧ siȩ bardzo ma lymi poprawkami
do wyników otrzymanych w ramach modelu bez dimeryzacji, zw laszcza dla N ≥ 6
(wyniki dla N = 4 możemy uważać za mniej dok ladne, ponieważ dla wiȩkszych
N uwzglȩdniamy dalsze oddzia lywania w hamiltonianie i dalsze ca lki przekrywa-
nia przy konstrukcji “dok ladnych” funkcji Wanniera). Jednak pewne tendencje
jakościowe wydaja̧ siȩ wyraźne: uk lad z dimeryzacja̧ ma niższa̧ energiȩ dla ma lych
sta lych sieci R (por. Rysunek 6.4), ponadto wzrasta wówczas optymalna wartość
parametru wariacyjnego α = αmin (por. Rysunek 6.5), co oznacza, że funkcje
falowe jednocza̧stkowe silniej siȩ koncentruja̧ wokó l ja̧der.

Powyższe obserwacje dodatkowo potwierdza Rysunek 6.6. Widzimy, że wzglȩd-
ne przesuniȩcia ja̧der na skutek dimeryzacji dla  lańcuchów licza̧cych N ≥ 6
atomów nie przekraczaja̧ 10%. Równocześnie, dla wszystkich uk ladów licza̧cych
N = 4 ÷ 8 atomów, obserwujemy zanik dimeryzacji powyżej wartości krytycznej
sta lej sieci R ≈ 6.3a0. Zjawisko to prawdopodobnie ma charakter przej́scia fa-
zowego typu porza̧dek-nieporza̧dek.

Ogólnie biora̧c, rozważane w tym rozdziale zjawisko dimeryzacji wprowadza
jedynie bardzo subtelne efekty energetyczne w  lańcuchach liniowych, przy równo-
czesnym ogromnym wzroście kosztów obliczeniowych: dla każdej wartości sta lej
sieci R musimy przeprowadzić dwuwymiarowa̧ minimalizacja̧ funkcjona lu energii
stanu podstawowego EG, ze wzglȩdu na parametry wariacyjne R1 i α. Z tych
powodów nie uwzglȩdniamy zjawiska dimeryzacji w rozważaniach faz magne-
tycznych oraz przej́scia metal-izolator w badanym uk ladzie, które prowadzimy
w nastȩpnym rozdziale. Tym bardziej, iż nie stabilizuje ona  lańcucha liniowego.
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Rysunek 6.2: Energia stanu podstawowego na wȩze l EG/N w funkcji sta lej
sieci R dla  lańcuchów N = 2 ÷ 8 atomów wodoru z dimeryzacja̧. Uwzglȩdniono
odpychanie kulombowskie ja̧der i przeprowadzono optymalizacja̧ parametru α
funkcji atomowej typu 1s oraz sta lej sieci R1.
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Rysunek 6.3: Optymalne wartości parametru wariacyjnego α = αmin funkcji
atomowej typu 1s w funkcji sta lej sieci R  lańcuchów liniowych N = 2÷8 atomów
wodoru z dimeryzacja̧. Wartość sta lej sieci R1 jest optymalna, uwzglȩdniono
odpychanie kulombowskie ja̧der.
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Rysunek 6.4: Poprawki do energii stanu podstawowego EG na wȩze l, pochodza̧ce
od dimeryzacji, dla  lańcuchów liniowych N = 4 ÷ 8 atomów wodoru w funkcji
sta lej sieci R. Wartości parametru wariacyjnego α funkcji atomowej typu 1s
i sta lej sieci R1 sa̧ optymalne, uwzglȩdniono odpychanie kulombowskie ja̧der.
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Rysunek 6.5: Poprawki do optymalnej wartości parametru wariacyjnego α =
αmin funkcji atomowej typu 1s, pochodza̧ce od dimeryzacji, dla  lańcuchów linio-
wych N = 4 ÷ 8 atomów wodoru w funkcji sta lej sieci R. Wartość sta lej sieci R1

jest optymalna, uwzglȩdniono odpychanie kulombowskie ja̧der.
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Rysunek 6.6: Wzglȩdne przemieszczenie 1−R1/R atomów  lańcuchów liniowych
na skutek dimeryzacji, w funkcji sta lej sieci R. Sta la sieci R1 i parametr wa-
riacyjny α funkcji atomowej typu 1s sa̧ optymalne, uwzglȩdniono odpychanie
kulombowskie ja̧der.
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7 Fazy magnetyczne i przej́scie metal-izolator

7.1 Parametry porza̧dku dla  lańcucha liniowego

Wprowadzimy tutaj kilka umownych wielkości θn, które bȩda̧ s lużyć do opisu
uporza̧dkowania stanu podstawowego  lańcucha liniowego. Wszystkie te wielkości
maja̧ charakter parametrów porza̧dku, tzn. 0 ≤ θn ≤ 1, przy czym θn =
0 odpowiada stanowi ca lkowicie nieuporza̧dkowanemu, zaś θn = 1: idealnie
uporza̧dkowanemu.

W pierwszej kolejności interesuje nas, czy badany uk lad posiada silne w lasności
magnetyczne. Wielkościa̧, która może to charakteryzować ilościowo, jest średni
kwadrat spinu na wȩźle 〈S2

i 〉, (w tym rozdziale przyjmujemy, że jeżeli nie zdefi-
niowano inaczej, średniowanie odbywa siȩ po stanie podstawowym |g〉 i wszyst-
kich indeksach wystȩpuja̧cych wewa̧trz znaku średniej, w tym wypadku numerze
wȩz la i). Jak  latwo sprawdzić z definicji (3.11): 0 ≤ 〈S2

i 〉 ≤ 3/4, wobec czego
odpowiednim parametrem porza̧dku bȩdzie:

θS =
4

3

〈

S2
i

〉

. (7.1)

Duża wartość θS oznacza wysoka̧ wartość spinu zlokalizowanego na każdym wȩźle,
zatem silne w lasności magnetyczne uk ladu. W szczególności, dla stanów atomo-
wych 〈S2

i 〉 = 3/4. Oczywíscie, ponieważ rozważamy tylko uk lady po lówkowo
wype lnione, dużej lub ma lej wartości θS bȩdzie towarzyszyć, odpowiednio, ma la
lub duża liczba podwójnych obsadzeń w uk ladzie, nie analizujemy jednak tutaj
szczegó lowo tego zwia̧zku.

Nastȩpnie, w przypadku stwierdzenia silnych w lasności magnetycznych uk ladu,
możemy siȩ zastanawiać, w jaki sposób sa̧ uporza̧dkowane przestrzennie mo-
menty magnetyczne zlokalizowane na poszcególnych elektronach. Najprostsza̧
wielkościa̧, s luża̧ca̧ do opisu ilościowego tego uporza̧dkowania, jest 〈Si · Si+1〉,
przy czym, jak  latwo sprawdzić: −3/4 ≤ 〈Si · Si+1〉 ≤ 1/4. Wprowadzamy za-
tem parametr uporza̧dkowania antyferromagnetycznego:

θAF = −
4

3
〈Si · Si+1〉 . (7.2)

Ujemna wartość θAF oznacza laby uporza̧dkowanie ferromagnetyczne uk ladu, jed-
nak w badanych tutaj sytuacjach nigdy takiej wartości nie stwierdzono. Liczono
także wartość kwadratu spinu ca lkowitego uk ladu 〈S2

tot〉 =
〈

(
∑

i Si)
2
〉

, otrzymuja̧c

dla wszystkich przypadków 〈S2
tot〉 = 0, co oznacza, że stan podstawowy uk ladu

jest zawsze singletem spinowym. Pozwala to wykluczyć stan uporza̧dkowany
ferromagnetycznie z rozważań faz magnetycznych  lańcucha liniowego atomów
wodoru.

Najtrudniejszym do opisu ilościowego jest uporza̧dkowanie metaliczne. Jako
kryterium jakościowe przyjmujemy tutaj istnienie kuli Fermiego w przestrzeni
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odwrotnej, która istnieje dla metali, zanika natomiast dla izolatorów. Zdefiniu-
jemy teraz średnia̧ liczbȩ elektronów w stanie pȩdowym |kσ〉, przy czym średniu-
jemy po stanie podstawowym:

nkσ =
〈

g
∣

∣

∣a†kσakσ
∣

∣

∣ g
〉

, gdzie: a†kσ =
1

N1/2

∑

j

e−ikRja†jσ. (7.3)

Prosta̧ charakterystyka̧ rozk ladu {nkσ}, która osia̧ga wartość maksymalna̧ dla roz-
k ladu z kula̧ Fermiego, zaś minimalna̧ dla rozk ladu równomiernego, jest warian-
cja:

σ2{nkσ} =
1

2N

∑

kσ

n2
kσ −

(

1

2N

∑

kσ

nkσ

)2

. (7.4)

Ponieważ 0 ≤ nkσ ≤ 1, zatem zachodzi: 0 ≤ σ2{nkσ} ≤ 1/4 i jako parametr
porza̧dku dla przej́scia metal-izolator możemy przyja̧ć:

θMI = 4σ2{nkσ}. (7.5)

Wysoka wartość θMI nie oznacza oczywíscie, że uk lad z ca la̧ pewnościa̧ ma kulȩ
Fermiego, w interesuja̧cych sytuacjach sprawdzamy ten fakt bezpośrednio, spo-
rza̧dzaja̧c wykres rozk ladu elektronów w przestrzeni pȩdów.

Wszystkie rozważania prowadzone tym rozdziale dotycza̧  lańcuchów liniowych
atomów wodoru w modelu rozszerzonym (por. Rozdzia l 5). W pierwszym przy-
bliżeniu pomijamy tutaj zjawisko dimeryzacji dyskutowane w Rozdziale 6.

7.2 Wyniki numeryczne i dyskusja

Rysunek 7.1 przedstawia parametry uporza̧dkowania zdefiniowane w poprzednim
podrozdziale, w funkcji sta lej sieci R  lańcucha. Przyk lad krzywych dla N = 6
pokazuje silny wp lyw optymalizacji bazy jednocza̧stkowej na fizykȩ rozważanego
uk ladu. W szczególności, dla funkcji falowych jednocza̧stkowych bez optymaliza-
cji (α = 1/a0) mamy obszar o cechach izolatora dla R < 2.4a0 oraz R > 3.2a0,
w obszarze pośrednim natomiast dominuje uporza̧dkowanie metaliczne. Po opty-
malizacji bazy jednocza̧stkowej obraz istotnie siȩ zmienia jakościowo: zależności
wszystkich parametrów uporza̧dkowania od sta lej sieci R staja̧ siȩ monotoniczne,
zatem definiuja̧ tylko dwa obszary fizyczne powyżej i poniżej pewnej wartości kry-
tycznej sta lej sieci R, która̧ możemy uważać za prawdopodobny punkt przej́scia
fazowego. Krzywe dla N = 10 na Rysunku 7.1 leża̧ w pobliżu krzywych dla N =
6, co nie pozwala sformu lować wniosków ilościowych na temat skalowania para-
metrów porza̧dku ze wzrostem N .

Szczególnie interesuje nas tutaj przej́scie fazowe metal-izolator. Parametr
porza̧dku dla tego przej́scia θMI ma dość umowny charakter, a dok ladniej wartość
θMI ≈ 0 pozwala wykluczyć uporza̧dkowanie metaliczne uk ladu, jednak θMI ≈ 1
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oznacza jedynie możliwość wystȩpowania uporza̧dkowania metalicznego. W zwia̧z-
ku z tym rozważamy tutaj rozk lady elektronów w przestrzeni odwrotnej, przed-
stawione na Rysunkach 7.2-7.4 i bezpośrednio stosujemy kryterium jakościowe ist-
nienia kuli Fermiego. Jak można by lo przewidywać, niefizyczny przyk lad N = 6
bez optymalizacji bazy jednocza̧stkowej (α = 1/a0) daje dość osobliwe wyniki
(por. Rysunek 7.2). W obszarze podejrzewanym o charakter metaliczny mamy
minimum lokalne rozk ladu dla k = 0, (por. krzywa dla R = 2.5a0) co utrudnia
sformu lowanie jednoznacznych wniosków. Istotna poprawa nastȩpuje po wprowa-
dzeniu optymalizacji bazy jednocza̧stkowej (α = αmin): rozk lady dla N = 6 (por.
Rysunek 7.3) i N = 10 (por. Rysunek 7.4) maja̧ cechy rozk ladu Fermiego-Diraca,
które zanikaja̧ ze wzrostem sta lej sieci R.

Umownie zdefiniowane obszary o rozważanych typach uporza̧dkowania przed-
stawiono w formie diagramu fazowego na Rysunku 7.5. Na tej podstawie możemy
przypuszczać, że rozważany tutaj uk lad, na krzywej fizycznej α = αmin, jest izola-
torem antyferromagnetycznym powyżej wartości sta lej sieci R ≈ 3, oraz metalem
dla ma lych sta lych sieci R ≈ 2. Lokalizacja obszaru niemagnetycznego na Ry-
sunku 7.5 wydaje siȩ interesuja̧ca z punktu widzenia możliwych zmian dla przy-
padku temperatur skończonych: należy wówczas oczekiwać wzrostu powierzchni
tego obszaru przy równoczesnym przemieszczeniu siȩ krzywej α = αmin w stronȩ
niższych wartości α.

Przedstawione tutaj przypuszczenia co do uporza̧dkowania stanu podstawo-
wego uk ladu nie maja̧ oczywíscie charakteru ilościowych wniosków. Takie wnioski
można by sformu lować dopiero po przeprowadzeniu skalowania z N → ∞, co wy-
maga loby badania znacznie wiȩkszych uk ladów i nie by lo celem tej pracy; chodzi lo
nam raczej o pokazanie różnorodności zjawisk wystȩpuja̧cych w prostym uk ladzie
jednowymiarowym atomów wodoru opisywanym przy pomocy realistycznego mo-
delu uwzglȩdniaja̧cego oddzia lywania dalszych sa̧siadów dla elektronów w stanach
typu 1s.
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Rysunek 7.1: Parametry porza̧dku θS, θAF i θMI (por. definicje w tekście)
w funkcji sta lej sieci R dla  lańcuchów liniowych N = 6 (linie przerywane: funkcje
falowe bez optymalizacji, linie cia̧g le: z optymalizacja̧ ) i N = 10 (kropka-kreska)
atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi w modelu rozszerzo-
nym.
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Rysunek 7.2: Rozk lad elektronów w pierwszej strefie Brillouina dla  lańcucha
liniowego N = 6 atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi
w modelu rozszerzonym bez optymalizacji funkcji falowych jednocza̧stkowych
(α = 1/a0), dla kilku wartości sta lej sieci R. Wartości na osi rzȩdnych sa̧
uśrednione po spinie σ =↑, ↓.
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Rysunek 7.3: Rozk lad elektronów w pierwszej strefie Brillouina dla  lańcucha li-
niowego N = 6 atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi w mode-
lu rozszerzonym z optymalizacja̧ funkcji falowych jednocza̧stkowych (α = αmin),
dla kilku wartości sta lej sieci R. Wartości na osi rzȩdnych sa̧ uśrednione po spinie
σ =↑, ↓.
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Rysunek 7.4: Rozk lad elektronów w pierwszej strefie Brillouina dla  lańcucha
liniowego N = 10 atomów wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi
w modelu rozszerzonym z optymalizacja̧ funkcji falowych jednocza̧stkowych (α =
αmin), dla kilku wartości sta lej sieci R. Wartości na osi rzȩdnych sa̧ uśrednione
po spinie σ =↑, ↓.
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Rysunek 7.5: Diagram fazowy  lańcucha liniowego N = 8 atomów wodoru z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi w modelu rozszerzonym. Przyjȩto umowne
definicje poszczególnych obszarów: θM < 0.4 dla obszaru niemagnetycznego,
θMI > 0.6 dla obszaru metaliczanego, oraz θAF > 0.6 dla obszaru antyferro-

magnetycznego. Linia cia̧g la: droga fizyczna uk ladu α = αmin.
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8 Podsumowanie, uwagi końcowe

Zasadnicza̧ idea̧ tej pracy by lo po la̧czenie metod obliczeń kwantowych dla uk ladów
skorelowanych fermionów na sieci (ścis la diagonalizacja hamiltonianu w przestrze-

ni Focka stanów uk ladu wielocza̧stkowego) z jednoczesna̧ optymalizacja̧ funkcji
falowej w jednocza̧stkowej przestrzeni Hilberta. Ten ogólny problem rozważono
na stosunkowo prostym przyk ladzie skończonych  lańcuchów liniowych (zawiera-
ja̧cych N = 2÷10 atomów), z periodycznymi warunkami brzegowymi, przy czym
każdy atom wnosi jeden orbital do uk ladu (model jednopasmowy). Uwzglȩdniono
przy tym wszystkie ca lki przekrywania w takim  lańcuchu, a także wszystkie od-
dzia lywania dwucentrowe (pominiȩto oddzia lywania trzy- i czterocentrowe, co znaj-
duje pewne uzasadnienie a posteriori).

G lównymi wynikami tej pracy sa̧:

• niefizyczne zachowanie (kolaps) uk ladu po zastosowaniu przybliżenia, w któ-
rym uwzglȩdniamy ca lki przekrywania i oddzia lywania tylko dla najbliż-
szych sa̧siadów w  lańcuchu liniowym;

• brak kolapsu oraz brak stanu zwia̧zanego dla modelu rozszerzonego jedno-
pasmowego (z uwzglȩdnieniem wszystkich ca lek przekrywania i oddzia lywań
dwucentrowych);

• znikomy wp lyw dimeryzacji na charakterystyki stanu podstawowego  lańcu-
cha w modelu rozszerzonym jednopasmowym, w szególności fakt, że dime-
ryzacja nie stabilizuje takiego  lańcucha;

• prawdopodobne istnienie fazy metalicznej uk ladu dla sta lej sieci R/a0 ≈ 2
oraz antyferromagnetycznej dla R/a0 ≈ 3 i wiȩkszych wartości.

Jako problemy, które należa loby nastȩpnie rozważyć w celu realistycznego
modelowania stanów skorelowanych uk ladów makroskopowych w ramach tej me-
tody, można wymienić:

• konstrukcjȩ modelu efektywnego z oddzia lywaniami o skończonym zasiȩgu,
z równoczesna̧ renormalizacja̧ parametrów Hamiltonianu (usuniȩciem nie-
skończoności) przy przej́sciu granicznym N → ∞;

• badanie charakterystyk stanów skorelowanych uk ladu (w tym rozk ladu Fer-
miego-Diraca, funkcji spektralnych, funkcji korelacji rozk ladu  ladunków)
dla N ∼ 100, co jest możliwe dla modeli z oddzia lywaniami o skończonym
zasiȩgu, w ramach metod grupy renormalizacji macierzy gȩstości, w celu
ilościowej analizy przej́scia metal-izolator;

• wyj́scie poza model jednopasmowy, poprzez wprowadzenie funkcji atomo-
wych typu 2s i 2p oraz dodatkowych parametrów wariacyjnych, w celu
dok ladnej dyskusji stabilności  lańcucha jednowymiarowego z dimeryzacja̧;
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• badanie uk ladów dwu- i trójwymiarowych, ewentualnie z etapem pośrednim
w postaci kilku oddzia lywuja̧cych  lańcuchów liniowych.

Podziȩkowania

Serdecznie dziȩkujȩ mojemu opiekunowi naukowemu, Prof. dr hab. J. Spa lkowi,
za poświȩcony czas i liczne wskazówki, które umożli ly powstanie tej pracy, a także
Prof. dr hab. A. Fulińskiemu, dr hab. K. Rościszewskiemu, dr hab. J. Koniorowi,
dr hab. W. Wójcikowi oraz dr R. Podsiad lemu ze cenne uwagi dotycza̧ce pracy.
Praca wchodzi la w zakres zadań grantu badawczego KBN Nr 2P03B 092 18.
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Uzupe lnienia

A Zrenormalizowane równanie falowe dla mo-

delu jednopasmowego

Poniżej omówimy krótko poszczególne wielkości wystȩpuja̧ce w równaniu waria-
cyjnym (2.17) na funkcjȩ atomowa̧ Ψ(r) w modelu jednopasmowym.

Zależności funkcjonalne parametrów mikroskopowych w bazie atomowej t′ij ,
V ′
ijkl, sa̧ widoczne po jawnym rozpisaniu ich definicji w postaci ca lek:

t′ij [Ψ] =
∫

d3rΨi(r)T (r)Ψj(r), (A.1)

V ′
ijkl[Ψ] =

∫

d3r1d
3r2Ψi(r1)Ψj(r2)V (r1 − r2)Ψk(r1)Ψl(r2); (A.2)

i podstawieniu Ψn(r) ≡ Ψ(r−Rn), n = i, j, k, l. Obliczaja̧c pochodne wariacyjne
δt′ij/δΨ(r) δV ′

ijkl/δΨ(r) wystȩpuja̧ce w równaniu (2.17) korzystamy ze wzoru:

δ

δΨ(r0)
Ψ(r − Rn) = δ(3)(r − Rn − r0), (A.3)

który wynika wprost z definicji (2.18), a nastȩpnie w każdym sk ladniku wykonu-
jemy ca lkowanie po tej zmiennej, która wystȩpuje w argumencie delty Diraca. Po
krótkim rachunku otrzymujemy:

δt′ij
δΨ(r)

= T (Ri − r)Ψ(Ri − Rj + r) + T (Rj − r)Ψ(Rj − Ri + r), (A.4)

oraz:

δV ′
ijkl

δΨ(r)
=
∫

d3r′ [Ψ(r′ − Rj)V (Ri − r′ + r)Ψ(Ri − Rk + r)Ψ(r′ − Rl) +

+Ψ(r′ − Ri)V (r′ − Rj − r)Ψ(r′ − Rk)Ψ(Rj − Rl + r)+

+Ψ(Rk − Ri + r)Ψ(r′ − Rj)V (Rk − r′ + r)Ψ(r′ − Rl)+

+Ψ(r′ − Ri)Ψ(Rl − Rj + r)V (r′ + Rl − r)Ψ(r′ − Rk)] . (A.5)

Wyrażenie (A.5) otrzymano bezpośrednio, stosuja̧c wzór (A.3) odpowiednia̧ liczbȩ
razy, zaś w wyprowadzeniu (A.4) wykorzystano dodatkowo z twierdzenie Gaussa-
Greena-Ostrogradzkiego [24] do przerzucania operatora ∇2, wystȩpujȩcego w jed-
nocza̧stkowym sk ladniku hamiltonianu w reprezentacji pierwszego kwantowa-
nia T (r), z delty Diraca na ca lkowana̧ funkcjȩ, przy za lożeniu, że Ψ(r) maleje
odpowiednio szybko w nieskończoności.
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Jak  latwo zauważyć, prawa strona wzoru (A.4) zawiera operator różniczkowy
∇2, zaś we wzorze (A.5) pozostaje jedno ca lkowanie. Dlatego zrenormalizowane
równanie falowe (2.17) ma charakter różniczkowo - ca lkowy.

Kolejnymi sk ladnikami równania (2.17), które podamy tutaj w sposób jawny,
sa̧ macierze Jacobiego transformacji parametrów mikroskopowych hamiltonianu,
liczonych w bazie atomowej {Ψi(r)}, do bazy funkcji Wanniera {wi(r)}. Aby je
otrzymać, podstawimy najpierw ogólne rozwiniȩcie funkcji Wanniera na funkcje
atomowe (2.16) do definicji tij = 〈wi|T |wj〉, Vijkl = 〈wiwj|V |wkwl〉:

tij =
∑

i′j′

βii′βjj′ 〈wi′ |T |wj′〉 =
∑

i′j′

βii′βjj′t
′
i′j′, (A.6)

Vijkl =
∑

i′j′k′l′
βii′βjj′βkk′βll′ 〈wi′wj′|V |wk′wl′〉 =

∑

i′j′k′l′
βii′βjj′βkk′βll′V

′
i′j′k′l′. (A.7)

Sta̧d odczytujemy:

∂tij
∂ti′j′

= βii′βjj′,
∂Vijkl

∂V ′
i′j′k′l′

= βii′βjj′βkk′βll′. (A.8)

Szczególne przypadki, w których możemy wykonać jawnie czȩść sumowań we wzo-
rach (A.6-A.7) zasta ly omówione w Rozdzia lach 3-5. Uogólnienie na uk lad linio-
wy z dwiema podsieciami, które trzeba wprowadzić dla modelu z dimeryzacja̧,
przedstawiono w Rozdziale 6.
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B Atomowe jednostki energii

W pracy rozważamy wy la̧cznie uk lady elektronów w polu kulombowskim punk-
towych jonów sieci krystalicznej o  ladunku +e każdy. Jedno- i dwucza̧stkowy
sk ladnik hamiltonianu w reprezentacji pierwszego kwantowania dla takiego uk ladu,
zapisane w jednostkach Gaussa, maja̧ postać (odpowiednio):

T (r) = −
h̄2

2m
∇2 −

∑

j

e2

|r − Rj|
, V (r1 − r2) =

e2

|r1 − r2|
; (B.1)

gdzie{Rj} sa̧ po lożeniami jonów sieci.
Atomowymi jednostkami d lugości i energii sa̧, odpowiednio, promień Bohra

i Rydberg, zdefiniowane nastȩpuja̧co:

a0 =
h̄2

me2
≈ 0.529 Å, Ea =

e2

2a0
=

me4

2h̄2 ≈ 13.6 eV = 1 Ry. (B.2)

Jednostki (B.2) wykorzystamy teraz do przeskalowania wielkości wystȩpuja̧cych
we wzorach (B.1):

r →
r

a0
, ∇2 →

1

a20
∇2, E →

E

Ea
; (B.3)

gdzie przez E oznaczono umownie wszystkie wielkości o wymiarze energii, zaś
parametry r1, r2, Rj skaluja̧ siȩ tak samo jak r.

Podstawienie (B.3) prowadzi do przekszta lcenia jednocza̧stkowego sk ladnika
hamiltonianu do postaci:

T (r) → −

(

1

Eaa20

)

h̄2

2m
∇2 −

(

a0
Ea

)

∑

j

e2

|r − Rj|
, (B.4)

zaś sk ladnik dwucza̧stkowy transformuje siȩ podobnie jak potencja l sieci w sk lad-
niku jednocza̧stkowym:

V (r1 − r2) →
(

a0
Ea

)

e2

|r1 − r2|
. (B.5)

Po podstawieniu wzorów (B.2) i prostych przekszta lceniach otrzymujemy, ostate-
cznie wyrażenia na sk ladniki hamiltonianu w reprezentacji pierwszego kwantowa-
nia w jednostkach atomowych:

T (r) = −∇2 −
∑

j

2

|r − Rj|
, V (r1 − r2) =

2

|r1 − r2|
. (B.6)

W Rozdzia lach 3-6 można znaleźć różne wersje wzorów (B.6), dla poszczególnych
geometrii sieci.
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C Parametry jednocza̧stkowe hamiltonianu w ba-

zie atomowej

Podobnie jak w Uzupe lnieniu B, rozważamy tutaj uk lad elektronów w polu ku-
lombowskim nieruchomych, punktowych jonów sieci o  ladunku +e każdy. Przed-
stawione poniżej rozumowanie dotyczy sieci jednowymiarowych z jonami w pozy-
cjach {Rj}, w zasadzie bez dodatkowych za lożeń na temat symetrii sieci (jak
np. niezmienniczość translacyjna), uproszczenia wynikaja̧ce z symetrii zostana̧
każdorazowo krótko omówione.

Energia atomowa ǫ′a = 〈Ψi|T (r) |Ψi〉, wyrażono w atomowych jednostkach
energii (por. Uzupe lnienie B), wynosi:

ǫ′a =

〈

Ψi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−∇2 −
∑

j

2

rj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ψi

〉

=

= α2 − 2α +
∑

j 6=i

[

−
2

Rij
+ exp(−2αRij)

(

2α +
2

Rij

)]

; (C.1)

gdzie wprowadzono oznaczenia: rj ≡ |r − Rj|, Rij ≡ |Ri − Rj|, oraz wykonano
elementarne ca lkowania.

W ogólnej sytuacji, wyrażenie (C.1) zależy oczywísci od wȩz la sieci i, wzglȩdem
którego jest obliczane. Niezależność ǫ′a od i dla uk ladów rozważanych w Roz-
dzia lach 3-7 jest skutkiem symetrii poszcególny zagadnień. I tak, w przypadku
moleku ly H2 (por. Rozdzia l 3) równoważność wȩz lów wynika z symetrii wzglȩdem
odbicia przestrzennego, w przypadku  lańcuchów z periodycznymi warunkami
brzegowymi (por. Rozdzia ly 4, 5, 7) - niezmienniczości wzglȩdem translacji o sta la̧
sieci R, zaś w przypadku  lańcucha z dimeryzacja̧ (por. Rozdzia l 6) - niezmien-
niczości wzglȩdem translacji o 2R, oraz, niezależnej od niej, symetrii odbiciowej.

Obliczymy teraz, w bazie atomowej {Ψi(r)}, i atomowych jednostkach energii
(por. Uzupe lnienie B), ca lkȩ przeskoku (hoppingu) elektronu pomiȩdzy wȩz lem
i-tym i j-tym sieci jonów {Rk}:

t′ij =

〈

Ψi

∣

∣

∣

∣

∣

−∇2 −
∑

k

2

rk

∣

∣

∣

∣

∣

Ψj

〉

= τ0 − 2
∑

k

τikj , (C.2)

gdzie zdefiniowano wielkości:

τ0 ≡ 〈Ψi| − ∇2 |Ψi〉 = α2e−αa
(

1 + αa−
1

3
α2a2

)

, (C.3)

τikj ≡
∫

d3rΨ(ri)
1

rk
Ψ(rj) =

α3

π

∫

d3r
e−α(ri+rj)

rk
; (C.4)

a także, podobnie jak poprzednio, zmienne ri ≡ |r−Ri| (rj , rk - analogicznie, por.
Rysunek C.1) oraz odleg lości wȩz lów a ≡ Rij = |Ri−Rj|. Aby przekszta lcić ca lkȩ
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Rysunek C.1: Definicje wielkości geometrycznych wystȩpuja̧cych przy obliczaniu
wk ladu τikj do ca lki przeskoku (hoppingu) elektronu t′ij pomiȩdzy i-tym a j-
tym wȩz lem sieci, pochodza̧cego od kulombowskiej studni potencja lu wytworzonej
przez k-ty jon sieci (por. opis w tekście).

we wzorze (C.4), wprowadzimy wspó lrzȩdne sferoidalne 1 < λ < ∞ oraz −1 <
µ < 1, zdefiniowane wzorami:

aλ = ri + rj , aµ = ri − rj , d3r =
πa3

4
(λ2 − µ2)dλdµ; (C.5)

co prowadzi do wyrażenia:

rk =

√

a2

4
(λ2 − 1)(1 − µ2) +

(

λµ
a

2
− h

)

, (C.6)

gdzie h jest wspó lrza̧dna̧ z-owa̧ środka studni kulombowskiej wytworzonej przez
k-ty wȩze l sieci (por. Rysunek C.1). Ca lkowanie po zmiennej µ możemy wykonać
analitycznie, otrzymuja̧c:

τikj =
1

2
α3a2

∫ ∞

1
dλ exp(−αaλ)

{[

λ2
(

1 + (2h/a)2
)

+ b/2
]

×

× log
(2hλ/a− 1) −

√

(2hλ/a− 1)2 + b

(2hλ/a + 1) −
√

(2hλ/a + 1)2 + b
+

+(3hλ/a− 1/2)
√

(2hλ/a + 1)2 + b− (3hλ/a + 1/2)
√

(2hλ/a− 1)2 + b
}

,

(C.7)
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gdzie, dla skrócenia zapisu, zdefiniowano:

b = (λ2 − 1)
[

1 − (2h/a)2
]

. (C.8)

Ca lka zapisana wzorami szczególnie siȩ upraszcza, gdy k = i lub k = j, czyli
h = ±a/2. Wówczas, po wykonaniu prostych przej́sć granicznych w funkcji
podca lkowej, otrzymujemy:

τijk = α3a2
∫ ∞

1
dλλe−αaλ = αe−αa(αa + 1). (C.9)

Podstawienie wzoru (C.9) do (C.2) oraz po lożenie a = R pozwala  latwo otrzymać
wyrażenie na ca lkȩ przeskoku dla cza̧steczki H2 (3.20), stosowane również do
 lańcucha liniowego w przybliżeniu najbliższych sa̧siadów (por. Rozdzia lów 4).

W ogólnej sytuacji, ca lkowanie po λ we wzorze (C.7) musimy wykonywać
numerycznie. W tym celu należy dokonać podstawienia t = 1/λ, aby ca lkować
po przedziale skończynym 0 < t < 1 oraz stosować metody ze mniennym krokiem
ca lkowania, ponieważ funkcja podca lkowa jest rozbieżna logarytmicznie w t = 1.
W przypadku metody Simpsona [25] i dok ladności numerycznej 10−6 Ry, oblicze-
nie ca lki (C.7) wymaga lo znalezienia wartości funkcji podca lkowej dla 300 ÷ 400
punktów, co zajmowa lo znikomo ma ly czas w porównaniu z potrzebnym do nu-
merycznego wyznaczenia energii stanu podstawowego (por. Uzupe lnienie D).

Obliczenia numeryczne można przyspieszyć, korzystaja̧c z symetrii poszcze-
gólnych zagadnień rozważanych w Rozdzia lach 5-7. Wzór (C.2) określa N(N −
1)/2 ca lek hoppingu pomiȩdzy wszystkimi parami wȩz lów w sieci N - wȩz lowej.
W przypadku zagadnień translacyjnie niezmienniczych, jak  lańcuch liniowy z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi (por. Rozdzia ly 5, 7), ca lka przeskoku zależy
tylko od różnicy indeksów: tij = ti−j , mamy zatem jedynie (N − N mod 2)/2
różnych ca lek. W przypadku  lańcucha z dimeryzacja̧ (por. Rozdzia l 6) liczba ta
jest dwa razy wiȩksza, gdyż wartość hoppingu zależy jeszcze od podsieci, do której
należy wȩze l i-ty. Dodatkowa̧ redukcjȩ liczby ca lkowań numerycznych dostajemy,
we wszystkich przypadkach, po uwzglȩdnieniu symetrii wyrażenia C.7 na τikj przy
zamianie h → −h, oraz wzoru analitycznego (C.9) dla k = i oraz k = j.
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D Numeryczne wyznaczanie stanu podstawowe-

go metodami ścis lej diagonalizacji

Zastosowana w tej pracy metoda wyznaczania stanu podstawowego uk ladu sko-
relowanych elektronów i jego charakterystyk należy do grupy metod ścis lej diago-

nalizacji. W metodach tych bezpośrednio konstruujemy macierz, bȩda̧ca̧ reprezen-
tacja̧ hamiltonianu w skończenie wymiarowej przestrzeni Hilberta uk ladu, a na-
stȩpnie stosujemy do tej macierzy metody numeryczne algebry liniowej. Przyk lad,
dla którego powyższy schemat da siȩ zrealizować analitycznie (moleku la H2),
zosta l przedstawiony w Rozdziale 3, tutaj przedstawimy kilka uwag dotycza̧cych
sytuacji ogólnej.

Przede wszystkim, interesuje nas tutaj wy la̧cznie stan podstawowy uk ladu Ne

elektronów na sieci zawieraja̧cej N wȩz lów, w modelu jednopasmowym. Pozwala
to na znaczna̧ redukcjȩ wymiaru przestrzeni Hilberta uk ladu. Ponieważ oddzia-
 lywania maja̧ charakter d lugozasiȩgowy, możemy za lożyć, że podstawowy jest
realizowany dla wype lnienia po lówkowego uk ladu Ne = N . Dalej, ze wzglȩdu
na symetriȩ wzglȩdem obrotów w przestrzeni spinu, wystarczy rozważać pod-
przestrzeń z minimalna̧ wartościa̧ rzutu spinu na wybrana̧ oś kwantyzacji, tj.
Sz
tot = 0 dla N parzystych lub Sz

tot = 1/2 dla N nieparzystych, co odpowiada licz-
bie elektronów ze spinem w górȩ N↑ = [Ne/2], gdzie [x] oznacza czȩść ca lkowita̧
liczby x. Z prostych rozważań kombinatorycznych dostajemy wymiary przestrzeni
Hilberta H1, H2, H3, dla poszczególnych przypadków:

H1 ≡ H {N,Ne = 0..2N,N↑ = 0..Ne} , dimH1 = 4N ; (D.1)

H2 ≡ H {N,Ne = N,N↑ = 0..Ne} , dimH2 =

(

2N
N

)

; (D.2)

H3 ≡ H
{

N,Ne = N,N↑ =
[

Ne

2

]}

, dimH3 =

(

N
[N/2]

)2
; (D.3)

gdzie wprowadzono symboliczne oznaczenie H {N,Ne, N↑} dla przestrzeni Hil-
berta uk ladu N wȩz lowego, zawieraja̧cego Ne elektronów, z których N↑ ma spin
w górȩ. Przyk ladowe wartości liczbowe zebrano w Tabeli D.1. Dla najwiȩkszych
rozważanych w tej pracy uk ladów, licza̧cych N = 8 ÷ 10 atomów, opisana re-
dukcja wymiaru przestrzeni Hilberta zadecydowa la o możliwości ich badania
numerycznego (obliczenia prowadzono na komputerze typu PC z procesorem
Pentium oraz DEC Alpha). Równocześnie można pokazać, że dalsza redukcja
wymiaru, zwia̧zana z symetria̧ wzglȩdem translacji o wȩze l sieci, nie bȩdzie już
wp lywać na czas obliczeń ani ilość potrzebnej pamiȩci. Powrócimy do tego prob-
lemu poniżej, po wprowadzeniu bazy przestrzeni Hilberta.

Wektory bazowe przestrzeni Hilberta rozważanych tutaj uk ladów wielocza̧st-
kowych zapisujemy w reprezentacji liczb obsadzeń.

|v〉 = |n1↑, ..., nN↑, n1↓, ..., nN↓〉 . (D.4)
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Tabela D.1: Redukcja pe lnego wymiaru przestrzeni Hilberta uk ladu elektronów
na sieci N -wȩz lowej (dimH1) po za lożeniu wype lnienia po lówkowego Ne = N
(dimH2) oraz minimalnej wartości rzutu spinu ca lkowitego na wybrana̧ oś kwan-
tyzacji Sz

tot = 0 dla N parzystych, Sz
tot = 1/2 dla N nieparzystych (dimH3).

N dimH1 dimH2 dimH3 dimH1/ dimH3

2 16 6 4 4.00
4 256 70 36 7.11
6 4096 924 400 10.02
8 65536 12870 4900 13.37

10 1048576 184756 63504 16.51

Jest to szczególnie wygodna forma do przechowywania w pamiȩci komputera.
Dzia lanie operatorów kreacji i anihilacji na wektory postaci (D.4) definiujemy
standardowo:

a†iσ |..., niσ, ...〉 = (−1)νiσ (1 − niσ) |..., niσ + 1, ...〉 , (D.5)

aiσ |..., niσ, ...〉 = (−1)νiσniσ |..., niσ − 1, ...〉 , (D.6)

gdzie νiσ jest liczba̧ elektronów w stanach poprzedzaja̧cych iσ, oraz, dla uprosz-
czenia zapisu przyjȩto konwencjȩ 0 |...〉 ≡ 0, również jeżeli zapis |...〉 nie ma sensu
wektora w reprezentacji Focka.

Definicje (D.5-D.6) pozwalaja̧ już w sposób jednoznaczny skonstruować re-
prezentacjȩ macierzowa̧ każdego z rozważanych w tej pracy hamiltonianów (por.
Rozdzia ly 3-6): musimy po prostu obliczyć elementy 〈u|H |v〉 dla wszystkich
wektorów |u〉 , |v〉 ∈ H3 (D.3). Możemy oczywíscie bezpośrednio zadzia lać ope-
ratorem H na każdy spośród dimH3 wektorów |v〉 a nastȩpnie zrzutować każdy
z wyników na dimH3 wektorów |u〉. Nie jest to jednak metoda zadowalaja̧ca,
z uwagi na konieczność wykonania ∼ (dimH3)

2 operacji (por. Tabela D.1).
W praktyce, wektory bazowe |v〉 sa̧ uporza̧dkowane w kolejności leksykograficznej
(jako cia̧gi kombinacji) dziȩki czemu, dzia laja̧c na każdy z nich kolejnymi sk lad-
nikami operatora H od razu identyfikujemy wyniki dzia lania jako odpowiednie
wektory bazowe |u〉 (lub wektor zerowy). Wykonujemy zatem dok ladnie tyle
operacji, ile jest niezerowych elementów 〈u|H |v〉.

Podobna̧ liczbȩ operacji wykonujemy później, szukaja̧c stanu podstawowego,
przy każdorazowym obliczaniu średnich 〈xn| H |xn〉, gdzie |xn〉 jest przybliżeniem
stanu podstawowego w n-tym kroku. W przypadku modelu rozszerzonego (por.
Rozdzia l 5, uwaga dotyczy również przypadku z dimeryzacja̧, por. Rozdzia l 6)
jest to liczba rzȩdu ∼ N2 dimH3. Aby skorzystać z symetrii wzglȩdem operacji R
dyskretnej translacji przestrzennej o wȩze l  lańcucha, musimy wprowadzić za Ni-
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shino [12], bazȩ wektorów w lasnych operatora R:

|u; k〉 ≡
1

N1/2

N−1
∑

j=0

exp

(

i
2πkj

N

)

Rj |u〉 , (D.7)

do wartości w lasnych, odpowiednio: exp
(

i2πk
N

)

, k = 0, ..., N − 1. Możemy
wówczas rozważać problem w N niezależnych podprzestrzeniach, o wymiarze ∼
dimH3/N każda. Mamy jednak dodatkowe sumowanie po j, zatem liczba nieze-
rowych elemntów w hamiltonianie dla każdej z podprzestrzeni wzrośnie o czynnik
∼ N , zatem efektywnie nic nie zyskujemy. Powyższa uwaga dotyczy oczywíscie
wy la̧cznie sytuacji, gdy interesuje nas tylko stan podstawowy uk ladu. W przy-
padku konieczności obliczania stanów wzbudzonych, redukcja wymiaru ma zwykle
zasadnicze znaczenie dla efektywności metody, pomimo, że liczba niezerowych
elementów hamiltonianu jako ca lości pozostaje sta la [12]. Wobec powyższych
uwag, w obliczeniach wykonywanych w ramach tej pracy nie korzystano z symetrii
wzglȩdem translacji dyskretnych R.

Opisana konstrukcja reprezentacji macierzowej hamiltonianu pozwala spro-
wadzić problem jego diagonalizacji do zagadnienie wartości w lasnych, należa̧cego
do algebry liniowej. Istnieje szereg metod numerycznych dla tej klasy zagad-
nień. W przypadku, gdy interesuja̧ nas wszystkie wartości w lasne i wektory
w lasne, szczególnie efektywne sa̧ metody QL i QR [26], jednak taka sytuacja
ma miejsce niezwykle rzadko w przypadku uk ladów skorelowanych elektronów.
Zwykle fizyka uk ladu jest zdeterminowana przez ∼ 10% wektorów w lasnych o naj-
niższych energiach w lasnych. W takich sytuacjach powszechnie stosowana jest
metoda Lanczösa [27]. Metoda ta szczególnie siȩ upraszcza, przybieraja̧c formȩ
rozwiniȩcia w kumulanty [12], w przypadku, gdy interesuje nas wy la̧cznie stan
podstawowy uk ladu, jak ma to miejsce w tej pracy. Rza̧d rozwiniȩcia musi
być przy tym na tyle wysoki, aby ostatnia poprawka nie przekracza la z góry
za lożonego b lȩdu numerycznego, który w tej pracy wynosi l typowo 10−6 Ry.
W praktyce, dla uk ladów licza̧cych N = 6÷ 10 atomów oznacza lo to konieczność
uwzglȩdnienia 102 ÷ 103 wyrazów rozwiniȩcia w obszarze silnych korelacji elek-
tronowych R/a0 = 2÷3, dla wiȩkszych R lub ma lych N liczba ta szybko mala la.

Ostatnim krokiem prowadzonych w ramach tej pracy obliczeń by la jedno-
lub dwuwymiarowa minimalizacja energii stanu podstawowego EG, ze wzglȩdu
na parametr wariacyjny α funkcji atomowej typu 1s, lub α i sta la̧ sieci R1 w przy-
padku z dimeryzacja̧. Minimalizajȩ przeprowadzano z użyciem odpowiednio,
jedno- lub dwuwymiarowej metody simplex [28], dok ladność numeryczna na tym
poziomie wynosi la typowo 10−5 Ry. W praktyce, konieczna do osia̧gniȩcia takiej
dok ladności liczba powtórzeń procedury konstrukcji reprezentacji macierzowej
hamiltonianu i wyznaczania energii stanu podstawowego (dla różnych wartości
α lub α i R1, rozważanych w kolejnych krokach minimalizacji) wynosi la 20 ÷ 40
dla przypadku bez dimeryzacji i 100 ÷ 200 dla przypadku z dimeryzacja̧.
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