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Streszczenie

Przedstawiono nowa metode optymalizacyi bazy jednoczgstkowej dla Scisle rozwia-
zywalnych uktadéw silnie skorelowanych fermionéw a takze jej zastosowanie dla
molekuty Hy oraz krétkich tancuchéw liniowych zawierajacych N = 3+10 atoméw
wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi. W tym celu wprowadzono naj-
pierw zrenormalizowane réwnanie falowe dla pojedynczej czastki w srodowisku
oddzialywujacych czastek. Wykazano, ze przyblizenie, w ktérym uwzgledniamy
tylko oddzialywania najblizszych sasiadow prowadzi do niefizycznego zachowa-
nia (kolapsu) fancucha dla wartosci stalej sieci R/ap ~ 3; zachowanie to znika
po uwzglednieniu w hamiltonianie pozostatych oddzialtywan (wszystkich calek
dwucentrowych). Stan podstawowy uktadu opisanego tak rozszerzonym hamilto-
nianem okazal si¢ metalem dla R/ag = 2 i izolatorem antyferromagnetycznym dla
wigkszych wartosci. Skonstruowano model uwzgledniajacy dimeryzacje tanicucha
liniowego i wykazano znikomy wplyw tego zjawiska na stan podstawowy dla tancu-
chow o diugosci N > 6. Zaproponowana metoda moze by¢ zastosowana do bada-
nia silnie skorelowanych stanéw elektronéw w kropkach kwantowych i innych
niskowymiarowych, scisle rozwiazywalnych uktadach w przestrzeni Focka.
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1 Wprowadzenie

Opis kwantowy ukladow skorelowanych fermionéw jest jednym z kluczowych
probleméw wspdlczesnej fizyki teoretycznej materii skondensowanej. Chodzi tu-
taj o tak interesujace materiaty jak nadprzewodniki wysokotemperaturowe, uktady
z przejsciem metal - izolator i uklady z ciezkimi fermionami [1], opis utamkowego
kwantowego efektu Halla czy tez stanu skondensowanego 3He. Mozna réwniez
oczekiwaé zastosowan astrofizycznych, w opisie gwiazd neutronowych i innych
form plazmy kwantowej (jak plazma kwarkowo-gluonowa) w sytuacji, gdy podej-
scie perturbacyjne zawodzi.

W wielu przypadkach zaobserwowano interesujace podobienstwo zjawisk ob-
serwowanych doswiadczalnie, w tym kwantowych przejs¢ fazowych, do zachowa-
nia prostych modeli kwantowych elektronéw na sieci takich, jak na przyktad
model Hubbarda [2], t-J [3], Kondo [4], czy tez model Andersona [5]. Wszys-
tkie te modele zawieraja parametry mikroskopowe, takie jak calka przeskoku t
(ewentualnie z catka hybrydyzacji V'), oddzialywanie kulombowskie na wezle U,
miedzyweziowe K oraz calka wymiany J. Wszystkie te parametry sa funkcjo-
natami okreslonymi na jednoczastkowych funkcjach bazowych, dla ktérych kon-
struujemy przestrzen Focka i wyprowadzamy hamiltoniany poszczegdlnych mo-
deli w reprezentacji drugiego kwantowania. Energia stanu podstawowego uktadu
jest zwykle rozwazana jako funkcja tych parametréow. W takim ujeciu otrzy-
mane zostaly Scisle rozwigzania jednowymiarowego modelu Hubbarda [6], modeli
domieszki Kondo i Andersona [7] oraz jednowymiarowej sieci Kondo [8]. Do-
prowadzito to do interesujacych wnioskéw, na przyktad takiego, ze stan pod-
stawowy tancucha Hubbarda z jednym elektronem przypadajacym na atom jest
izolatorem Motta dla dowolnie malych wartosci U/t. Wyniku tego nie mozna
otrzyma¢ w ramach rachunku zaburzen. Sa réwniez prowadzone rachunki nu-
meryczne, metodami Scistej diagonalizacji, dla uktadow skonczonych z periodycz-
nymi warunkami brzegowymi, jak na przyklad ptaszczyzny CuOy w nadprzewod-
niku wysokotemperaturowym [12].

Standardowe podejscie do ukladow skorelowanych fermionéw polega na bada-
niu wlasnosci stanu podstawowego w zaleznosci od parametréw bezwymiarowych,
np. t/U, K/U, przyjmowanych jako zadane. Warunkiem jest oczywiscie maksy-
malne uproszczenie modelu, czyli zaniedbanie parametréw, ktére uwazamy za ma-
te lub nieistotne dla fizyki rozwazanego problemu. Pozwala to sporzadzi¢ diagram
fazowy i porownywa¢ wyniki dla poszczegdlnych obszaréw fizycznych z doswiad-
czeniem. Nasuwa sie naturalne pytanie, czy nie mozna by rozwazaé energii
stanu podstawowego Fg jako funkcjonatu okreslonego bezposrednio na funk-
cjach bazowych i optymalizowaé bazy jednoczastkowej? Pozwoliloby to rozwazaé
wiasnosci uktadu wytacznie jako funkcje jego parametréow geometrycznych (w naj-
prostszej wersji: po prostu stalej sieci R), za$ hamiltonian mégtby zawieraé¢ w za-
sadzie dowolnie duzo wyrazéw, np. opisujacych oddzialywania dalszych sasiadow.
Ograniczenia wynikaja z faktu, ze baza jednoczastkowa musi by¢ opisana przez



skoniczona liczbe parametrow wariacyjnych, ktére maja byé¢ optymalizowane dla
zadanego R (w najprostszej wersji takim parametrem jest tylko rozmiar orbity
funkeji atomowej typu 1s), oraz z koniecznosci, zwykle numerycznego, wyliczania
calek dla zadanej bazy jednoczastkowe;j.

Takie podejscie, przedstawione w artykule [9] zostanie krétko opisane w nas-
tepnym rozdziale. Przedstawimy takze jego nieco zmodyfikowana, w stosunku
do artykutu [9] wersje dla ogdlnej klasy wariacji funkcji atomowej w modelu
jednopasmowym, wraz z uogdlnieniem na przypadek temperatur skonczonych.
W Rozdziale 3 opiszemy zastosowanie [9] metody do modelu molekuty Hy trak-
towanej jako zagadnienie dwucentrowe [19].

Rozdzialy 4-7 zawieraja oryginalne wyniki numeryczne autora dla skonczonych
lancuchéw jednowymiarowych z periodycznymi warunkami brzegowymi. W szcze-
g6lnosci, zostanie przedstawione niefizyczne zachowanie uktadu (kolaps dla matych
statych sieci), ktére pojawia sie w przyblizeniu najblizszych sasiadéw, tj. gdy
zaniedbujemy zaréwno calki przekrywania, jak i wyrazy w hamiltonianie odpo-
wiadajace dalszym sasiadom w tancuchu (por. Rozdzial 4). Nastepnie pokazemy,
ze zachowanie to zmienia sie po uwzglednieniu dalszych sasiadéw (por. Rozdziat 5).
Na koniec, wprowadzony zostanie model ogolniejszy, w ktérym uwzgledniono
mozliwos¢ dimeryzacji, czyli laczenia si¢ par atomow tancucha w stany typu
czasteczki (por. Rozdziat 6), a takze opis uporzadkowania magnetycznego tarncu-
chéw z oddziatywaniami dalszych sasiadow oraz przejscia metal - izolator w tych
uktadach (Rozdziat 7).

Podsumowujac, gtownym celem pracy jest dyskusja Scistego rozwiazania mo-
delu jednopasmowego silnie skorelowanych elektronéw w skonczonym tancuchu li-
niowym z periodycznymi warunkami brzegowymi, z uwzglednieniem oddziatywan
parowych pomiedzy wszystkimi atomami. Procedura ta jest dodatkowo wzbo-
gacona o optymalizacje doktadnych jednoczgstkowych funkcji Wanniera zapro-
ponowana w pracy [9]. W wyniku takiej optymalizacji otrzymujemy fundamen-
talne charakterystyki ukladu, takie jak energia stanu podstawowego czy funkcje
korelacji, w zaleznosci od odlegtosci miedzy atomami (czyli stalej sieci R), a nie
tylko w funkcji parametréw mikroskopowych. Takze parametry mikroskopowe,
takie jak ¢, U, K itp. sa otrzymywane w funkcji stalej sieci R.



2 Metoda optymalizacji bazy jednoczastkowej

2.1 Uklad elektronéw na sieci: hamiltonian

Rozwazania uktadéw oddzialywujacych fermionéw rozpoczynamy od koncepcji
spinorowych operatoréw pola, ktore dla zupelnej, ortonormalnej bazy jednoczast-
kowej {w;(r)x,} sa zdefiniowane nastepujaco:

sz T)XoUio, (2.1)

gdzie funkcje spinowe sa zdefiniowane w zwykly sposob z globalna osia kwan-

towania jako:
1 0

zas a;, jest operatorem anihilacji czastki w stanie |io). Hamiltonian dla uktadu
oddzialywujacych fermionéw, zapisany za pomoca operatoréw pola (2.1), ma
postac:

H= / Erit(e)T ()b () +

+% / PridPra U () (1) V (11 — 12) W (22) U (1), (2.3)

Zamiast rozwaza¢ problem w dowolnej bazie zupelej {w;(r)x,} mozemy zasto-
sowaé podejsécie wariacyjne: w pierwszym kroku znalezé¢ szczegdlna baze, w kto-
rej hamiltonian (2.3) jest rozwiazywalny $cisle, a nastepnie zoptymalizowaé¢ wyj-
Sciowa baze {w;(r)}. Na tym dodatkowym kroku polega gléwna idea metody
optymalizacyi bazy jednoczgstkowej, zaproponowanej w artykule [9].

W przypadku ukladu oddzialywujacych elektronéw na sieci, w przyblizeniu
nierelatywistycznym, cziony jedno- i dwuczastkowy hamiltonianu w reprezentacji
pierwszego kwantowania wyrazaja si¢ wzorami:

2 2

T) = — 292 4 ), V(e —1s) = —

o (2.4)

r1— 12|’
gdzie U(r) jest potencjalem periodycznym wytworzonym przez jony sieci krysta-

licznej. Poniewaz operatory (2.4) sa z zalozenia niezalezne od spinu, hamiltonian
(2.3) mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci:

H ZtU ZOG’JU + Z‘/;Jkl Z (aw ]Jalaakﬂ + a’za jgalaa'ka) ) (25)

ijo zyk:l

gdzie t;; = (w;|T |w;) jest calka przeskoku (hoppingu) elektronu dla funkeji
bazowych scentrowanych, odpowiednio, na atomie ¢-tym i j-tym, za$ Viju =
(ww;| V |wgwy) - elementem macierzowym ich oddzialywania kulombowskiego.



2.2 Optymalizacja bazy jednoczastkowej: przypadek ogdl-
ny

Obliczenie wartosci oczekiwanej hamiltonianu (2.5) pozwala zapisa¢ wzor na ener-
gie stanu podstawowego:

1
Eq = (H)=>Y t;Cy + 5 > ViiuCijiw = E1 + Es, (2.6)

ij ijkl
gdzie wprowadzono jedno- i dwuczastkowe funkcje korelacji:

Ciy =Y (al,aj0) . Cim = Y {al,al, a0, + al,al,ai5a5,) . (27)
ag g

W standardowym ujeciu modeli skorelowanych fermionéw elementy ¢;; i Vjjx
traktowane sa jako zadane stale, ktore okreslaja podstawowe obszary fizyczne
modelu: granice metaliczng dla |F1| >> Es, obszar silnie skorelowany (lub izo-
lator w przypadku poléwkowego wypekienia pasma) dla |E;| << E, oraz uklad
z przejsciem metal-izolator (typu Motta) dla |Fj| &~ FE3. Kluczowa rola ko-
relacji elektronowych w obszarze posrednim byla szeroko dyskutowana w [10].
W dalszych rozwazaniach ukladem skorelowanych elektronéw nazywamy uklad,
dla ktérego funkcje korelacji C;;,; maja nietrywialny charakter, tzn. opis w przy-
blizeniu Hartree-Focka jest podejéciem nierealistycznym.

W przypadku metody optymalizacji bazy jednoczgstkowej funkcje korelacji
zdefiniowane wzorami (2.7) rozwazamy jako funkcje parametréw mikroskopowych
Cii{ti, Vijri} 1 Cijia{tij, Vijri }, zatem posrednio jako funkcjonaly okreslone na funk-
cjach bazowych {w;(r)}. W ten sposéb energia stanu podstawowego Fg réwniez
staje si¢ funkcjonalem bazy jednoczastkowej {w;(r)}. Formalnie, problem spro-
wadza si¢ teraz do minimalizacji funkcjonatu:

Fluwi) = Balw] - X Ay ( / drowt (t)w; (r) — 5ij> , (2.8)

gdzie \;; sa mnoznikami Lagrange’a okreslanymi a posterior: tak, aby warunki:

/ dPrw(r)w;(r) = b, (2.9)

byty spetnione. Uklad (2.9) stanowi N (N + 1)/2 niezaleznych warunkéw. Réz-
niczkujac funkcjonat (2.8) otrzymujemy réwnania wariacyjne:
——— — ) Apwi(r)=0, 2.10
o = X i () (210)

i<n

gdzie definicja pochodnej wariacyjnej jest prostym uogdlnieniem standardowej
[11] na przypadek funkcjonatu okreslonego na uktadzie funkeji {w;(r)}:
dF [w;(r)] Flw;(r) + €6;n0® (r — )] — Flw;(r)]

Sw ) " lim : . (2.11)




Po podstawieniu wzoru (2.6) réwnania (2.10) mozna zapisa¢ jawnie:

L Z ti;Cij + 1 Z VijriCijir | — Z Ainw; (r) = 0. (2.12)
dwn(r) \ 5 25w i<n
Réwnanie to nazywamy zrenormalizowanym rownaniem falowym, gdyz funkcje
falowe jednoczastkowe sa wyznaczane dla stanu uwzgledniajacego oddzialywanie
pomiedzy czastkami.

W sytuacjach, gdy znamy analityczne wyrazenie na energie stanu podsta-
wowego jako funkcje parametréw mikroskopowych Eg{t;;, Viju}, mozliwe jest
jawne wyprowadzenie réwnan rézniczkowo - catkowych na funkcje bazowe {w;(r)}:

7 Ol {tvj [wnr], Virgrew [wnr] } Own(r)
E L.
OFq OVight_ _ 3 Npwi(r) = 0. (2.13)
ijkl 8‘/Ukl {tll]l[wnl]’ ‘/i’j’k;’l’ [wn’]} 5'11}”(1') i<n

Kilka przyktadéw zastosowan tej metody (molekuta Hy, taicuch Hubbarda, jon
H™ i atom He) zostalo oméwionych w artykule [9]; nie beda one przedmiotem
dalszych rozwazan w tej pracy. Zamiast tego, skupimy sie na Scistym opisie
krotkich tancuchéow.

2.3 Uklady translacyjnie niezmiennicze

W przypadku modeli nierozwiazywalnych analitycznie nalezy zastanowi¢ sie naj-
pierw nad konstrukcja wyjsciowej bazy jednoczastkowej. Interesujacej mozliwosci
dostarcza metoda ciasnego wigzania. Dla ukladéw jednopasmowych i transla-
cyjnie niezmienniczych funkcje Blocha, zdefiniowane wzorem:

Nq

®q = N1/2

> R, (2.14)
J

tworza baze ortonormalna ze wspolczynnikami normalizacyjnymi:

-1/2
Ny = (Z el'q(RfRi)Sij) : (2.15)
J

gdzie S;; = (V;|¥;) sa catkami przekrywania dla funkcji atomowych {¥;(r)}
(na ogot nieortogonalnych), zas {R;} - polozeniami nieruchomych jonéw sieci.
Funkcje Wanniera, zdefiniowane jako transformaty Fouriera funkcji Blocha, mozna
wowczas tatwo wyrazi¢ przez funkcje atomowe w postaci:

1 - (Ro—R.,
'LUZ<I') = Z/BU\P](I')’ przy CZym: /BZ_] = N Z €Zq (Rz RJ)Nq. (216)
J q

7



Z uwagi na translacyjna niezmienniczo$¢ zagadnienia, funkcje atomowe roz-
wazamy dalej w postaci V;(r) = VU(r — R;). Wowcezas energia stanu podsta-
wowego staje sie funkcjonalem tylko jednej funkcji atomowej: Eg = Eg[¥]. Ta
okoliczno$é upraszceza znacznie zagadnienie wariacyjne (2.10), tym bardziej, ze nie
trzeba juz wprowadza¢ mnoznikéw Lagrange’a A;;: konstrukcja funkcji Wanniera
(2.15-2.16) automatycznie zapewnia spetnienie warunkéw (2.9).

W przypadku uktadéw rozwiazywalnych analitycznie [9] réwnania rézniczkowo
- catkowe (2.13) redukuja sie do jednego:

i at” 8t1,]/ 5\:[/(1') ikl a‘/;jk;l 6‘/Z~/j/k/l/ 5\:[1(1')
iy iR

=0, (2.17)

gdzie tj; = (V| T'|V;) oraz Vy, = (U;V;| T [V, V) sa elementami macierzowymi
w bazie atomowej (t;;, Vijm byly odpowiednimi wielko$ciami w bazie Wanniera),
za$ pochodng wariacyjna funkcjonatu okreslonego na funkcji atomowej W(r) de-
finiujemy standardowo [11]:

SF[¥(r)] — lim F[U(r) +e6®(r —ry)] — .F[\Il(r)]

U (rg) =0 €

(2.18)

Jawng posta¢ pochodnych 6t;;/0W(r) oraz 6V}, /6 (r) podano w Uzupemieniu A,
Nalezy podkresli¢, ze réwnanie (2.17) reprezentuje wtedy dodatkowa minimali-
zacje energii stanu podstawowego, ktora wyraza energie najnizszego stanu wias-
nego dla zadanej odleglosci miedzyatomowej R.

W przypadku ogdlnym réwnanie (2.17) stanowi dogodny punkt wyjscia do ana-
lizy numerycznej zagadnienia. W tym celu rozwazamy funkcje atomowa ¥(r)
zalezna od skoniczonej (ale teoretycznie dowolnie duzej) liczby parametréw wa-
riacyjnych. Wygodnie jest wybra¢ taka parametryzacje, aby funkcjonaty ¢, [P],
Vit [¥] mozna bylo oblicza¢ analitycznie (lub metodami numerycznymi o niskiej
ztozonodci obliczeniowej). Wyrazy Oty /0t} i, OViju/OVj .y sa wielomianami,
odpowiednio drugiego i czwartego stopnia (por. Uzupekienie A), wspétczynnikéw
fBi; rozwiniecia funkeji Wanniera na funkcje atomowe (2.16).

Dla matych uktadéw mozemy obliczaé energie stanu podstawowego w funkcji
parametréw mikroskopowych Eq{t;;, Viji} metodami Scistej diagonalizacji [12].
W przypadku malej liczby parametréw wariacyjnych funkeji ¥(r) wygodnie jest
rozwazaé bezposrednio funkcjonal Eg[W] i minimalizowaé go numerycznie ze wzgle-
du na parametry wariacyjne, z pominieciem réwnania (2.17). Jednak, gdy liczba
parametrow jest duza, a dokladniej wieksza od liczby parametréw mikroskopo-
wych {t;;, Vijiu}, réwnanie (2.17) pozwala znacznie uprosci¢ obliczenia: moze-
my skorzystac¢ z wyrazeni analitycznych na 6t;; /6 (r) oraz 6V, /0W(r) (symbol
pochodnej funkcjonalnej jest tutaj traktowany umownie, chodzi o rézniczkowanie
po komplecie parametréw wariacyjnych) i oblicza¢ numerycznie tylko stosunkowo
niewielka liczbe pochodnych: 0Eq/0t;j, 0Eq/0Viji. Sytuacja taka ma miejsce,
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gdy jako parametry wariacyjne funkcji W(r) potraktujemy np. jej wartosci w punk-
tach na siatce przestrzenne;j.

2.4 Duze uklady i przypadek temperatur skonczonych

Dla wigkszych ukltadéw do wyznaczania numerycznego Eg{t;;, Viju} mozna zas-
tosowaé metode grupy renormalizacji macierzy gestosci[13]. Z kolei, w przypadku
skonczonych temperatur i uktadéw w stanie réwnowagi cieplnej z termostatem
mozna uzywaé¢ kwantowych metod Monte Carlo [14], ktére bylty z powodzeniem
stosowane do modeli Hubbarda, Andersona i innych [15]. W ostatnim przy-
padku szczegdlnie prosto rozwiazuje sie problem rézniczkowania po parametrach
mikroskopowych {¢;;, Viju}. Méwiac Scisle, przedstawione ponizej rozumowanie
dotyczy zespotu kanonicznego, czyli sytuacji, gdy liczba N, elektronow w uktadzie
jest ustalona. W razie potrzeby mozna je tatwo uogdlni¢ na wielki zespdt kanonicz-
ny, czyli przypadek ukladu wymieniajacego elektrony z termostatem o potencjale
chemicznym p. W tym miejscu nie bedziemy jednak tego robi¢, gdyz chcemy
wylacznie pokazaé, ze rozszerzenie metody na przypadek temperatur skonczonych
jest tatwe.

Dla ustalonego 7' > 0, w przypadku zespotu kanonicznego, musimy minimali-
zowa¢ funkcjonal energii swobodne;j:

1 1
F[U] = —=InZ[¥] = —=In (Tre ") , 2.19
V] = =5 Z[V] = - ( ) (2.19)
gdzie = 1/kgT za$ hamiltonian H jest zdefiniowany wzorem (2.5) i zalezy od
parametréw mikroskopowych {¢;;[¥], Vi;u[¥]}. Rézniczkujac funkcjonalnie wzér
(2.19) otrzymujemy:

—— —7 1 T —BH T ) v
U (r) 2T (M alyaj0) gt 5U(r)
zya vJ
ilj!
+-z! Tr [ PH ajo Taalaa;w+aw Toalaa;w Y L2 (2.20)
2 ij%a { ( 4 4 )} oV panL U (r)
i/j/k/l/

Przyréwnujac (2.20) do zera i wprowadzaja oznaczenie ((A)) dla $redniej opera-
tora A po zespole kanonicznym otrzymujemy odpowiednik réwnania (2.17) dla
skonczonych temperatur:

Ot Ot
2 <<a10aj">> 615;,;, 5\1/—()+

ijo

Z‘/j/
8V 5‘// S L]
T B ijkl k'l
+ Z << ZU ]galoako+azo ]galoako>> 8‘/; " 5\:[1( ) —O (221)
zgkla i'j
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Srednie temperaturowe w réwnaniu (2.21) sa wielkosciami, ktére w symulacjach
typu kwantowe Monte Carlo otrzymujemy bezposrednio, tj. bez wyznaczania
stanéw wlasnych hamiltonianu, z tego powodu metody Monte Carlo wydaja sie
optymalne dla rozwazan uktadow w temperaturach skonczonych. W zastosowa-
niach zaobserwowano jednak tzw. problem znaku [16], ktéry silnie ogranicza
stosowalno$¢ metody w niskich temperaturach i przy interesujacych fizycznie
gestosciach. Dodatkowo, srednie w réownaniu (2.21) otrzymywane z symulacji
typu kwantowe Monte Carlo podlegaja oczywiscie fluktuacjom, ktére sa szczegol-
nie duze w poblizu przejé¢ fazowych drugiego rodzaju, jak na przyklad przejscia
magnetyczne. Opracowano algorytmy pozwalajace otrzymac¢ w takich sytuacjach
poprawne wyniki w skoriczonym czasie [17], nie da sie jednak uniknaé istotnego
wzrostu ztozonosci obliczeniowej problemu w poblizu punktow krytycznych.
Interesujaca alternatywa dla kwantowych metod Monte Carlo wydaje si¢ klas-
trowy rachunek zaburzer [18]. Mozliwe jest réwniez uogdlnienie metod grupy
renormalizacji macierzy gestosci na przypadek temperatur skoniczonych [13].

2.5 Zastosowania w tej pracy

Celem pracy jest zastosowanie metody optymalizacyi bazy jednoczgstkowejdo przy-
ktadowych modeli skorelowanych elektronéw, ktére na ogot nie sa rozwiazywalne
analitycznie, jak modele rozwazane w artykule [9]. Rozwazane sg zagadnienia sta-
bilnosci sieci, w tym stabilnosci sieci jednowymiarowej ze wzgledu na dimeryzacje
i jej drgania zerowe, a takze charakterystyki stanu podstawowego uktadu, takie
jak uporzadkowanie magnetyczne lub jego brak oraz istnienie fazy metalicznej.
Z tego punktu widzenia rozwazanie stabilnosci bardzo duzych ukladéw nie jest
szczegolnie wazne 1 metody oparte na Scistej diagonalizacyi wydaja sie dostarczac
podstawowej informacji.

W pracy rozwazamy skonczone uklady atoméw wodoru, dla ktérych elementy
macierzowe t;;, Vi sa najprostsze do wyliczenia. Jako funkcje atomowe U;(r),
scentrowane na atomie o wspotrzednej R;, przyjmujemy w dalszych czeSciach

funkcje typu 1s:
a3
T(r) = |/ —e Rl (2.22)
T

Dla tanicucha skoniczonego liczba funkeji bazowych {w;(r)} (zwiazanych z {¥;(r)}
wzorami (2.16)) jest réwna liczbie atoméw N w sieci. Mamy zatem do czynienia
rowniez ze skonczenie wymiarowa przestrzenia Focka stanéw bazowych ukiadu
wieloczastkowego: wymiar pelnej przestrzeni Focka ukladu wynosi 4V, liczbe te
mozna jednak znacznie zredukowaé wykorzystujac symetrie (por. Uzupekienie D).
Pozwala to na skonstruowanie reprezentacji macierzowej hamiltonianu (2.5), a nas-
tepnie otrzymanie, metodami numerycznymi algebry liniowej, stanu podstawowe-
go i jego energii Fg. Opisana procedure scistej diagonalizacji mozna powtarzac
dla réznych wartosci parametru «, ktéry jest tutaj parametrem wariacyjnym,

10



gdyz szukamy takiej wartodci a = dla ktérej Eg(a) osiaga minimum glo-
balne.

Zaczniemy od przedstawienia praktycznej realizacji tego schematu dla przy-
kladu rozwiazywalnego analitycznie: molekuty Hs. Przyklad ten byl jednym
z testéw poprawnosci metody w dalszych czesciach pracy, w ktorych rozwazamy

uklady liczace N = 2 =+ 10 atoméw.

Ymins
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3 Przyklad: molekuta H,

3.1 Baza funkcji Wanniera

Metoda opisana w Rozdziale 2 jest szczegdlnie prosta w przypadku rozwazania
czgsteczki wodoru. Mamy tutaj tylko dwie funkcje atomowe typu 1s (2.22).
Mozemy zatem zbudowa¢ z nich dwie ortonormalne funkcje Wanniera, zlokali-
zowane na poszczegdlnych atomach. 7 uwagi na symetrie problemu wzgledem
odbicia przestrzennego, ktora zastepuje tutaj symetrie translacyjna dyskutowana
w Rozdziale 2, posta¢ funkcji Wanniera jest nastepujaca:

w1 = 6 <\I]1 — ’Y\I[Q) s Wo = /B <\I]2 — ’Y\Ifl) . (31)
Wspdlezynniki 8 i v wyznaczamy z warunkéw ortonormalnosci bazy:
0 = (wilws) = B (U1 — W Wy — 7W1) = > (S — 29 ++°5), (3.2)

gdzie S = (U |Wy) = e~ (1 +aR + %OzQRQ), R = |R; —Ry|. Stad otrzymujemy
wspolezynnik superpozycji funkeji falowych w postaci:

14++v1—52
=2 (3.3)

Sposrdd znalezionych rozwiazan (3.3) tylko v_ ma wlasciwe zachowanie asymp-

totyczne: y_(S — 0) = g — 0 (zadamy, aby dla odleglych atoméw funkcje

Wanniera przechodzilty w funkcje atomowe). Podobnie, z warunku (w;|w;) = 1
otrzymujemy parametr 5. Stad, ostatecznie:

S 1 <1+\/@>2.

v Tyaliee o

3.2 Hamiltonian

Ogélny hamiltonian dla ukladu elektronéw na sieci z oddzialywaniem kulom-
bowskim (2.5) redukuje sie w przypadku zagadnienia dwucentrowego do postaci:

1
H = Ea(’l’Ll + TLQ) + U(’anTLli + TLQTTLgi) + <K - §J> ning — 2JSfS§+
+ 3 [t + Vins + n2)] (al,a20 + abyars) — J (SFS5 + S5S7) +
+J (aITahauagT + a%a;ﬂuan) ) (3.5)
Ponizej zdefiniowano wszystkie catki dwucentrowe wystepujace w hamiltonianie
(3.5):
S / dPrw? (r)T(r)w; (r); (3.6)
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U = Kii = Viiii, Kij = Vijij; = /d3r1d3r2|wi(r1)\2V(r1,r2)|wj(r2)\2; (3.7)

Jij = V;jji = /dgrld?’rgw;‘(rl)w;(rg)V(rl, rg)wj(rl)wi(rg) = V;Z]j, (38)

Vij = Viuij = /d3r1d3r2w;k(r1)w;(rQ)V(rl, ro)w;(ry)w;(r2). (3.9)
Whprowadzono takze operatory liczby czastek w stanie |io) oraz |i) = |w;(r)):
Nig = @}y o, My = i+ g (3.10)

a takze operator spinu dla czastki w stanie |i):

= (S;r, S, Sf) = (aZT-Tau, CLLCMT, (s — nu)/Q) ) (3.11)

Oczywiscie, w przypadku czasteczki 4,5 = 1,2, co uzasadnia wprowadzenie
skréconych oznaczen w hamiltonianie (3.5): t = t15, K = Kj9, J = Jj oraz
V = ‘/12.

Po podstawieniu funkcji Wanniera (3.1) do definicji elementéw macierzowych
(3.6-3.9) mozemy je wyrazi¢ poprzez analogiczne elementy w bazie atomowej:

=3 (1+7%) €, - 28%1, (3.12)
t =2 (1 + 72) t' —2B8%ve,, 3.13
= g 3.14

(
(144 U+ 292 (K" +27) — 4y (1+92) V'], (
22U/+2J/ (+’74)K/—4’7(1+’)/2)V,}, (

(

L4+72) (U + K +2J) + (1+4"+64°) V'],

@
—

)
[ )
4[ 5)

_ [ ( 3.16)

J = p* {QWQ(U’ +E) =4y (1492) V' + (14 72)2 J’] . (3.17)

Definicje elementéw primowanych we wzorach (3.12-3.17) maja analogicza postacé
jak calki (3.6-3.9), z tym, ze w miejsce {w;(r)} nalezy w nich wstawi¢ {¥;(r)}.

Operatory jedno- i dwuczastkowy, bedace sktadnikami hamiltonianu w repre-
zentacji pierwszego kwantowania (2.4), zapisane w jednostkach atomowych (por.
Uzupehienie B) maja w przypadku molekuly Hy postaé:

2 2 2
_ Ve, — 1) =

T(r)=-V?— (3.18)

r1 — 1o

Dla operatoréw (3.18) i funkcji atomowych typu 1s (2.22) elementy primowane
w réwnaniach (3.12-3.17) wyrazaja sie analitycznymi wzorami, wyprowadzonymi
przez Slatera [20]:

2 1
e =a®—2a— = +2 <a + E) exp(—2aR), (3.19)
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1
t' = a® exp(—aR) (1 +aR — gozZRQ) —4daexp(—aR)(1 + aR), (3.20)

5
2 _ 2.3 1 2p E)
K = aexp( 204R)(QR+204R—|—304R + 7)) (3.22)
V= [ ( R)<2 R+1+i> ! (3R)(1+i>} (3.23)
= a |exp(—« Q@ YRR~ 7 exp(=3a i) | .

J = % [520 + S%log aR — 2S5 S'Ei(—2aR) + (S/)2Ei(—4aR)} +  (3.24)

5 23 6 2
+aexp(—2aR) (Z — l—OaR - SQZRZ — 1—5a3R3) ; (3.25)

gdzie R = |R; — Ry| jest odlegloécia miedzy jadrami, a ponadto:

S = exp(—aR) (1 +aR + %042R2) , S =exp(aR) (1 —aR + %aQRQ) ,
(3.26)

oo o—t
C' =0.57722 - stala Eulera,  Ei(—z) = —/ ert. (3.27)

Ostatnim sktadnikiem, ktéry uwzgledniamy w rozwazanym modelu, jest ener-
gia odpychania kulombowskiego jader. Dla czasteczki Hy w przyblizeniu, w kto-
rym jadra traktujemy jako nieruchome punkty materialne o tadunku +e, wyraza
sie ona prostym wzorem (w jednostkach atomowych):

2
E; ;= I (3.28)
Wartos¢ E;_; moze by¢ po prostu dodana do energii stanu podstawowego na kon-
cu obliczen.

3.3 Energie wlasne

Przedstawione w tym podrozdziale rozwiazanie zagadnienia wlasnego dla molekuty
H,, traktowanego jako problem dwucentrowy w bazie jednoczastkowej okreslone;j
wzorami (3.1) i (3.4) jest zblizone do podanego w pracach [19].

Baze przestrzeni Focka dla tak sformulowanego zagadnienia stanowi szes¢
nieznikajacych kombinacji a;raa;r.o, |0), dla i,57 = 1,2, 0,0’ =1,]. Jak latwo
sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, hamiltonian (3.5) komutuje z operatorem
rzutu catkowitego spinu na wybrana o$ kwantyzacji S7, = S7 + S5. Wobec tego,
mozemy rozwazac niezalezne zagadnienia wlasne w podprzestrzeniach z ustalonym
S; .. Podprzestrzenie dla stanéw trypletowych z S7, = +1 okazuja sig¢ jednowy-

miarowe. Jako wektory bazowe przyjmujemy, odpowiednio:
1) = aITa;T 0), 2) = aha£¢ 0) - (3.29)
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Dziatajac hamiltonianem (3.5) na wektory |[1), |2) otrzymujemy, po krétkim
rachunku:

E1 == E2 == 260, + K —J (330)

Dalsze uproszczenie wynika z symetrii zagadnienia wzgledem odbicia przes-
trzennego. Jak wida¢ bez rachunku, dla hamiltonianu (3.5) zachodzi [H, P] = 0,
gdzie P jest operatorem odbicia przestrzennego (parzystosci), ktérego dziatanie,
w przypadku zagadnienia dwucentrowego sprowadza si¢ do zamiany wezléw 1 <+
2). Jako baze pozostalej, 4-wymiarowej podprzestrzeni dla S7, = 0 wygodnie
jest przyja¢ wektory witasne operatora P:

|3>=-—5(agag;+aha;)u» (P=-1) (3.31)

V2
Lo a gt gt
0= Ldd-da)0. @-n. G
1
ﬁ (aITah + a;Tagi) 0) , (P=1), (3.33)
1

@:EQMUWMMM, (P=-1). (3.34)

Mozna zauwazy¢ ze wektor |3) jest stanem trypletowym Sy = 1, S7, = 0, czyli
wspélnym wektorem whasnym operatoréw S2, i S7, do wartosci whasnych, od-
powiednio, 11 0. Symetria obrotowa zagadnienia w przestrzeni spinowej (mozna
sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze [H,S2,] = 0) pozwala wnioskowaé, ze
bedzie on wektorem wiasnym H o takiej samej energii wlasnej jak dla dwdoch
pozostatych sktadowych:

By =Ey=FE;=2e,+ K —J. (3.35)

Roéwnoczesnie, wektory |3) i |6) stanowie baze dwuwymiarowej podprzestrzeni
whasnej operatora odbicia P do wartosci wlasnej —1. Wobec tego |6) jest réwniez
wektorem wlasnym hamiltonianu (3.5). Odpowiadajaca mu energia wynosi, jak
tatwo sprawdzic¢:

Ee=26,+ U — J. (3.36)

Pozostaje jeszcze rozwiaza¢ dwuwymiarowe zagadnienie wlasne dla wektoréow
|4), |5). Konstruujemy reprezentacje macierzowa hamiltonianu (3.5) w tej pod-
przestrzeni:

[ 2, +K+J  20t4+V)
Has = ( 2+V) 26, +U+J ) (3.37)
i znajdujemy energie wlasne:
1 U—K\?
E4,5:2€a+§(U+K)+Ji\/< > +4(t+ V)2, (3.38)
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oraz odpowiadajace im wektory wlasne:

|4") = |4) cos 045 — |5) sin b5, |5y = |4) sin Oy5 + |5) cos Oys; (3.39)
gdzie wprowadzono kat mieszania:
1 A4t +V
045 = éarctg%. (3.40)

Stany |1) =+ |3) sa zatem stanami trypletowymi o tych samych energiach, zas
stany |4’), |5') oraz |6) to stany singletowe Sy; = S7, = 0, rézniace si¢ miedzy
soba uporzadkowaniem ladunkowym oraz parzystoscia, a zatem réwniez ener-
giami.

3.4 Wyniki numeryczne i dyskusja

Rysunek 3.1 przedstawia wplyw optymalizacji bazy jednoczastkowej typu 1s
na funkcje Wanniera okreslone wzorami (3.1). Wida¢ wyrazna koncentracje jed-
noczastkowych funkcji falowych w poblizu jader atomowych. Co wiecej, funkcje
zoptymalizowane sa bardziej zlokalizowane wokoét jader, co jest z pewnoscia zain-
dukowane oddzialywaniami kulombowskimi miedzyweztowymi.

Rysunek 3.2 pokazuje istotny wplyw optymalizacji bazy jednoczastkowej na pa-
rametry mikroskopowe hamiltonianu (3.5) w wyjsciowej bazie atomowej (pri-
mowane), okreslone wzorami (3.19-3.27), zwlaszcza dla matych odleglosci (R/ag <
2). Podobny wplyw optymalizacji na catke przekrywania S oraz wspétezynniki
rozwiniecia (3.1) funkcji Wanniera na funkcje atomowe, a takze parametry hamil-
tonianu (3.5) w bazie funkcji Wanniera, pokazuja, odpowiednio, Rysunki 3.3
i 3.4. Ostatni z nich (Rysunek 3.4) dowodzi takze, iz transformacja parametréow
mikroskopowych z bazy atomowej do ortonormalnej bazy funkcji Wanniera, okres-
lona wzorami (3.12-3.17), ma istotny wplyw na wlasnosci fizyczne modelu opisa-
nego hamiltonianem (3.5): parametry V' i J staja sie znikomo male po przejsciu
do bazy funkcji Wanniera (Rysunek 3.4), podczas gdy w bazie atomowej takie
nie byly (Rysunek 3.2).

Ostatecznie otrzymujemy (Rysunek 3.5), ze optymalizacja parametru « funkcji
atomowej (2.22) prowadzi do istotnego obnizenia energii stanu podstawowego
w naszym modelu czasteczki wodoru (3.5). W ramach metod wariacyjnych ozna-
cza to oczywiscie poprawe przyblizenia. Otrzymane wartosci dtugos$ci wiazania
Rpin = 1.430a0 = 0.757A oraz energii stanu podstawowego Eg = —2.296 Ry
réznia sie o okoto 2.5% od wynikéw Kolosa i Wolniewicza [21], ktére wynosza:
Eq = —2.349 Ry, Ry i = 0.74A. Co wiecej, dla przypadku granicznego R — 0
elektronowa czesé energii stanu podstawowego (bez odpychania kulombowskiego
jader) osiaga minimum ng” = —5.7 Ry (por. Rysunek 3.6). Wynik ten jest
rowny oszacowaniu energii stanu podstawowego atomu helu, ktére otrzymujemy
po prostym rachunku wariacyjnym z renormalizacja liczby atomowej Z i r6zni sie
od wartosci doswiadczalnej o niecate 2% [22].
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Optymalizacja parametru « funkcji atomowej (2.22) pozwolila zatem zmniej-
szy¢ blad oszacowania energii stanu podstawowego czasteczki Hy o blisko rzad
wielko$ci. Ma to zasadnicze znaczenie dla rozwazan wiekszych ukltadéw, gdyz
znaczna poprawa wynikow zostala osiagnieta bez wzrostu wymiaru przestrzeni
Hilberta uktadu - musimy jedynie minimalizowa¢ numerycznie funkcje jednego
parametru wariacyjnego Fq(«), zatem kilkanascie lub kilkadziesiat razy wyliczy¢
jej wartos¢, zaleznie od przyjetej metody minimalizacji i wymaganej doktadnosci.

Przedstawione powyzej wyniki dla molekuty Hy beda punktem odniesienia
przy badaniu krétkich tancuchéw N-atomowych, ktore rozpatrujemy w nastep-
nych rozdziatach.
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r r

Wartos¢ funkcji w punkcie (0,0,z)

Rysunek 3.1: Baza funkcji Wanniera {w;(r)} dla czasteczki Hy. Odleglosé
jader atomowych odpowiada minimum energii, Ry;, = 1.430ag. Przedstawio-
no funkcje wyjsciowe (o = 1/ag, linie przerywane) i zoptymalizowane (oypnip =
1.194/ay, linie ciggle). Uwzgledniono odpychanie kulombowskie jader.
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Energia [Ry]

R/a
0

Rysunek 3.2: Parametry mikroskopowe hamiltonianu czasteczki Hy w bazie ato-
mowej {V;(r)}, w funkeji odleglosci miedzy jadrami atomowymi. Linie przery-
wane: funkcje falowe bez optymalizacji, linie ciggle: z optymalizacja.
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3,0 y T y T ' T ' T '

R/a
0

Rysunek 3.3: Calka przekrywania S = (U;|Ws) i wspdlezynniki rozwiniecia
funkcji Wanniera {w;(r)} na funkcje atomowe {W;(r)} dla czateczki Ho, w funkeji
odleglo$ci miedzy jadrami atomowymi. Linie przerywane: funkcje falowe bez
optymalizacji, linie ciggle: z optymalizacja.
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Energia [Ry]

R/a
0

Rysunek 3.4: Parametry mikroskopowe hamiltonianu czasteczki Hy w bazie
funkcji Wanniera {w;(r)}, w funkcji odleglodci miedzy jadrami atomowymi. Linie
przerywane: funkcje falowe bez optymalizacji, linie ciggle: z optymalizacja.
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-1,0

R/a
0

Rysunek 3.5: Energia stanu podstawowego F i optymalna wartos¢ parametru
a dla czasteczki Hy (ramka), w funkcji odleglosci miedzy jadrami atomowymi.
Linie przerywane: funkcje falowe bez optymalizacji, linie ciggle: z optymalizacja.
Uwzgledniono odpychanie kulombowskie jader.
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R/a
0

Rysunek 3.6: Elektronowa czesci energii stanu podstawowego Eéfl) czasteczki
H, (bez odpychania kulombowskiego jader) w funkcji odlegtosci miedzy jadrami
atomowymi. Linie przerywane: funkcje falowe bez optymalizacji, linie ciggte:
z optymalizacja. Granica R — 0 przedstawia energie stanu podstawowego (liczo-
na na elektron) dla atomu helu, z dokltadnoscia ok. 2%.
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4 Lancuch jednowymiarowy: przyblizenie naj-
blizszych sasiadéw

4.1 Baza funkcji Wanniera

W lancuchu jednowymiarowym atom o numerze ¢ ma dwoch najblizszych sasiadéw
o numerach i + 1 (Rysunek 4.1). Wobec tego, postulujemy funkcje Wanniera
W postaci:

w; = B(¥; —yWir1 —y¥i1), (4.1)

gdzie i = 0,1,.., N — 1, {¥;(r)} jest baza atomowsa zdefiniowana wzorem (2.22),
zas dla tancucha skorniczonego stosujemy periodyczne warunki brzegowe: 4 =+
N =i, co wprowadza rownowaznos¢ weztéw sieci. Domieszki dalszych sasiadéw
we wzorze (4.1) w pierwszym przyblizeniu zaniedbujemy.

Warunki ortonormalnosci funkcji Wanniera (U;|W,41) = 0 oraz (V,;|¥;) =1,
prowadza, odpowiednio, do wzoréw na wspdtczynniki rozwiniecia (4.1):

s
0 42
LR (4.2)
8= (1—45y+257°) ", (4.3)

gdzie calka przekrywania S = (V;|U;41), zas wzér (4.3) na wspélezynnik 5 za-
pisano, dla przejrzystosci, za pomoca vy okreslonego wzorem (4.2).

Latwo zauwazy¢ pierwsza istotna réznice w porownaniu z czasteczka Ho. Dla
czasteczki, wzory okreslajace wspétezynniki 51 (3.4) byly okreslone dla kazdego
R = |R; — Ry|, gdyz zawsze zachodzi: S < 1, poza tym byty to wzory doktadne.
W przypadku fancucha przyblizenie najblizszych sasiadéw ma sens tylko dla
S << 1. W szczegdlnosci, wzory (4.2-4.3) sa okreslone wylacznie dla S <
1/V/3 ~ 0.577. Krytyczna wartoéé¢ S odpowiada R ~ 2.034ag, w jej poblizu
mozemy spodziewaé si¢ niefizycznych efektéw numerycznych.

4.2 Hamiltonian

Oddzialtywanie atomu i-tego z ¢ + 1-szym w tanicuchu jednowymiarowym opisane
jest takim samym hamiltonianem, jak oddzialywanie atoméw czasteczki Hy (3.5).

-1=N-1, . . 1 N=0
1 0 -1 1 i+l N-1. /
I I

Rysunek 4.1: Lancuch jednowymiarowy N atoméw wodoru z periodycznymi
warunkami brzegowymi ¢ = N = i.
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W przyblizeniu najblizszych sasiadéw nie uwzgledniamy innych oddzialywan, za-
tem hamiltonian tancucha ma postac:

1
H = Z [Eanz + Unipngy + (K - §J) niniy1 — 257574+

+ [+ Vnio + nisio)] (alytisio + alyi,ai0) = T (8785, + S5.S0) +

+J (a;rTa’;riai-‘rliai-l-lT + aj+1¢“3+1¢ai¢an)} ’ (4.4)

gdzie parametry mikroskopowe w bazie funkcji Wanniera {w;(r)} okreslonej wzo-
rami (4.1-4.3) sa zdefiniowane tak samo jak dla czasteczki (3.6-3.9). Po podsta-
wieniu rozwinigcia (4.1) do definicji (3.6-3.9) mozemy wyrazi¢ parametry w bazie
funkcji Wanniera przez parametry w bazie atomowej (primowane), czyli otrzymac
odpowiedniki wzoréw (3.12-3.17) dla tancucha:

€= (1+29%) €, — 4B°9t, (4.5)
t=p3%(1+39%)¢ - 287, 4.6)
U=p"[(1+29") U + 4% (K +2J) = 8y (1+72) V'], 4.7

4.

0]

(
(
K =B" 29U +2J) + (14 3y") K" — 4y (1+29%) V'], (4.8)
V=8 =y (142U =7 (1+29) (K" +2J) + (1+ 992+ 39*) V'], (4.9)

J =B 202U + K') — 4y (1+292) V' + (14292 + 3¢) 7. (4.10)
Przy wyprowadzaniu wzoréw (4.5-4.10) konsekwentnie stosowano przyblizenie
najblizszych sasiadow, czyli zaniedbano wszystkie cztony zawierajace calki z funk-
¢ji atomowych zlokalizowanych na wiecej niz dwéch weztach.

Drobna zmiana w stosunku do czasteczki Hy pojawia si¢ w parametrach jed-
noczastkowych hamiltonianu w bazie atomowej {W;(r)} (por. Uzupelnienie C).
Dokladniej, przy obliczaniu energii atomowej €/, ze wzoru (C.1) nalezy uwzglednié¢
dwie réwnowazne studnie kulombowskie wytworzone przez sasiadow j = ¢ + 1
atomu centralnego i, co prowadzi do wzoru:

€ =a®—2a— % +4 (a + %) exp(—2aR), (4.11)
ktory rézni sie od (3.19) wspétezynnikami liczbowymi. Wyrazenie (3.20) na catke
przeskoku t' pozostaje bez zmian, gdyz studnie zlokalizowane poza weztami po-
miedzy ktérymi nastepuje przeskok wprowadzaja poprawki wyzszego rzedu, ktore
zaniedbujemy w ramach przyblizenia najblizszych sasiadow. Bez zmian pozostaja
réwniez elementy dwuczastkowe (3.21-3.27).
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Energia odpychania kulombowskiego jader dla tancucha w przyblizeniu naj-
blizszych sasiadéw wyraza sie¢ wzorem (jednostki atomowe):

2N
E; ;j=— 4.12
J—J R ) ( )
ktéry jest analogiczny do wzoru (3.28) z uwzglednieniem faktu, ze mamy teraz N
par najblizszych sasiadéw w ukladzie. Wartos¢ E;_; dodajemy do energii stanu
podstawowego na koncu obliczen.

4.3 Wyniki numeryczne i dyskusja

Przykladowy ksztalt dwéch sasiednich funkcji Wanniera dla lancucha o stalej
sieci R = 3a¢ przedstawia Rysunek 4.2. Wida¢, ze domieszki funkcji atomowych
najblizszych sasiadéw sa istotne jak rowniez, ze warto$¢ funkcji Wanniera zlokali-
zowanej na ¢-tym atomie jest zauwazalnie rézna od zera w miejscu, gdzie znajduja
sie drudzy sasiedzi. Wydaje sie zatem, ze dla matych wartosci stalej sieci R baza
funkcji Wanniera {w;(r)}, skonstruowana wzorami (4.1-4.3) jest ortogonalna je-
dynie w dos¢ grubym przyblizeniu.

Szybki wzrost parametréw rozwiniecia (4.1) funkeji Wanniera na funkcje ato-
mowe (Rysunek 4.3, ramka) prowadzi do rozbieznosci jedno- i dwuczastkowych
parametréw mikroskopowych hamiltonianu tancucha liniowego w bazie funkcji
Wanniera (Rysunki 4.3 i 4.4). Dodatkowo, obserwujemy do$¢ nieoczekiwane
zachowanie tych parametréw: calka przeskoku t przyjmuje wartosci dodatnie
ponizej R ~ 4.362ay (Rysunek 4.3), zas catka kulombowska miedzyweztowa K
jest wieksza od wewnatrzweztowej U ponizej R ~ 2.347ay.

Powyzsze obserwacje pozwalaja oczekiwaé niefizycznych zachowan réwniez dla
stalych sieci R istotnie wigkszych od wartosci granicznej R ~ 2.034ay. Istotnie,
Rysunek 4.5 pokazuje kolaps tancuchéw skonczonych z periodycznymi warunkami
brzegowymi dla matych statych sieci R ~ 3ag. Dodatkowy “kolaps” zachodzi
w przestrzeni parametru wariacyjnego « funkcji atomowej typu 1s (Rysunek 4.6).
Dla wigkszych stalych sieci pojawiaja si¢ plytkie minima energii ze wzgledu na «,
przyktadowo dla R = 4ay (Rysunek 4.7) gleboko$é¢ minimum wynosi AEg/N =
5-107% Ry, za$ dla R = 5ay wzrasta o czynnik 10.

Ogdlnie, sytuacje w przestrzeni parametréw (R, «) dla tancucha czteroato-
mowego przedstawia Rysunek 4.8. Optymalizacja parametru « jest mozliwa dla
ukladéw o stalej sieci wiekszej od wartosci granicznej R ~ 3.7, jednak zakres ten
nie wydaje sie interesujacy z punktu widzenia fizyki skorelowanych fermionéw,
gdyz energia stanu podstawowego F jest juz bliska granicy atomowej.

Warto zwroci¢é uwage na prosty, jakosciowy fakt widoczny na Rysunkach 4.5
- 4.7: krzywe praktycznie si¢ pokrywaje poza obszarem niefizycznych zachowan.
W obszarze kolapsu pokrywaja sie krzywe dla NV parzystych, zas dla nieparzystych
leza nieco powyzej, réznice maleja jednak ze wzrostem N. Mozna to wyjasnic¢
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faktem, iz dla N nieparzystych nie istnieje konfiguracja niskospinowa, zatem ob-
serwowane réznice energii sa wylacznie efektem skonczonego rozmiaru ukladu.
Mozna przypuszczac, ze przedstawiona powyzej dyskusja ilosciowa stosowalnosci
przyblizenia najblizszych sasiadéw na podstawie wynikow dla N = 4 przedsta-
wionych na Rysunku 4.8 ma charakter ogélny.

Latwo zauwazy¢ istotna zalete rozwazanego w tym rozdziale przyblizenia naj-
blizszych sasiadéw: w przypadku ukladéw z periodycznymi warunkami brze-
gowymi mamy staba zaleznos$¢ charakterystyk stanu podstawowego od liczby
weziow sieci V. Dla tancuchéw atomoéw wodoru obrazuja to Rysunki 4.9 i 4.10.
Wartosci energii stanu podstawowego na wezet Eg /N dla liczby wezléw zmienia-
jacej si¢ w zakresie N = 3+8 (Rysunek 4.9) wykazuja réznice na pozionie 10~* Ry
(btedy numeryczne nie przekraczaja 107¢ Ry). Stosunkowo duze réznice, rzedu
1073 /ag, obserwujemy dla parametru wariacyjnego o (Rysunek 4.10). Rozrzut
punktéw sugeruje jednak, ze mamy tutaj do czynienia bledami numerycznymi
wspélnymi dla wszystkich metod wariacyjnych [22]: oszacowania wartosci para-
metréw wariacyjnych zawsze sa stosunkowo niedokladne (w poréwnaniu z osza-
cowaniem energii), gdyz energia stabo od nich zalezy w okolicach minimum.

Warto zwrocié uwage na istotna, jakosciowa rdéznie otrzymanych tutaj wy-
nikéw w poréwnaniu z wynikiem dla nieskonczonego tancucha Hubbarda, ktory
posiada minimum energii dla R = 3.15a [9]. Jest to prawdopodobnie zwiazane
z faktem, ze w tancucha nieskonczonym odpychanie miedzyweztowe elektronéw
(wyraz ~ K w hamiltonianie (4.4)) mozna uwzgledni¢ jedynie w ramach przy-
blizenia Hartree-Focka [9]. Stwierdzona rozbieznosé dowodzi istotnej roli nietry-
wialnych korelacji elektronowych w rozwazanych tutaj ukladach.

Ponadto, wida¢ ze metoda ciasnego wiazania z uwzglednieniem tylko naj-
blizszych sasiadow prowadzi do dos$¢ nieoczekiwanych efektow: parametry mi-
kroskopowe, liczone w bazie atomowej, wydaja sie poprawniejsze fizycznie od
otrzymanych dla funkcji Wanniera (por. Rysunki 4.3-4.4). Dlatego tez bardzo
wazne bedzie rozszerzenie modelu, tj. konstrukcja doktadnych funkcji Wanniera
z uwzgledniniem przekrywania funkcji atomowych dalszych sasiadow, a takze
dodanie dalszych oddzialywan do hamiltonianu (4.4), jako efektéw tego samego
rzedu. Tak skonstruowany model pozwoli odpowiedzie¢ na pytanie, czy obser-
wowany kolaps tancucha (por. Rysunek 4.5) bedzie dalej wystepowal. Z tego
powodu nastepny rozdzial stanowi zasadnicza cze$é tej pracy.
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Rysunek 4.2: Funkcje Wanniera, zlokalizowane na i-tym (linia ciggla) oraz i+ 1-
szym atomie (linia przerywana) dla liniowego laicucha atoméw wodoru o stalej
sieci R = 3ag. Zastosowano przyblizenie najblizszych sasiadéw.
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Rysunek 4.3: Parametry jednoczastkowe hamiltonianu tancucha liniowego,
w funkcji jego stalej sieci R, liczone w bazie funkcji Wanniera {w;(r)} (linie
ciggle) oraz w bazie atomowej {W;(r)} (linie przerywane). Ramka: zaleznosé
wspolczynnikéw rozwiniecia funkeji Wanniera na funkcje atomowe i catki przekry-
wania S od stalej sieci. Zastosowano przyblizenie najblizszych sasiadéw.
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Energia [Ry]

Rysunek 4.4: Parametry dwuczastkowe hamiltonianu tancucha liniowego,
w funkcji jego stalej sieci R, liczone w ortonormalnej bazie funkcji Wanniera
{w;(r)} (linie ciggle) oraz w bazie atomowej {W;(r)} (linie przerywane). Zasto-
sowano przyblizenie najblizszych sasiadéw.
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E /N

Rysunek 4.5: Energia stanu podstawowego E¢g tancuchéw skonczonych z perio-
dycznymi warunkami brzegowymi w funkcji stalej sieci R. Wartos¢ parametru
wariacyjnego funkcji atomowej typu 1s jest ustalona: o = 1/ag. Uwzgledniono
odpychanie kulombowskie jader oraz zastosowano przyblizenie najblizszych
sasiadéw.
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Rysunek 4.6: Energia stanu podstawowego E¢g tancuchéw skonczonych z perio-
dycznymi warunkami brzegowymi w funkcji parametru wariacyjnego « funkeji
atomowej typu 1s dla stalej sieci R = 3.5ag. Uwzgledniono odpychanie kulom-

bowskie jader oraz zastosowano przyblizenie najblizszych sasiadow.
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Rysunek 4.7: Energia stanu podstawowego F¢g tancuchéw skonczonych z perio-
dycznymi warunkami brzegowymi w funkcji parametru wariacyjnego « funkeji
atomowej typu 1s dla stalej sieci R = 4ay. Uwzgledniono odpychanie kulom-
bowskie jader oraz zastosowano przyblizenie najblizszych sasiadow.
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Rysunek 4.8: Energia stanu podstawowego E¢ tancucha N = 4 atoméw wodoru
w funkcji statej sieci R i parametru wariacyjnego «. Plaska cze$¢ wykresu jest
dodana sztucznie w celu lepszego uwidocznienia krzywych R = const; kdtkami
zaznaczono minima krzywych, o ile istniaja. Uwzgledniono odpychanie kulom-
bowskie jader oraz zastosowano przyblizenie najblizszych sasiadow.

34



! | ! |
o—ao .
0,991 | min -
R =4a
i 0 )
0o o o O O
0,992 | -
R=4.1a
R 0 i
OO0 o o O O
2 0993} 1
z 09T R-45a |
) B i
[ JAN
A A
0,996 | A A A
0,997 | -
R =35a
O O
0,998 |- ¢ O O S A
1 ] 1 ]

0,1 0,2 0,3
1/N

Rysunek 4.9: Skalowanie energii stanu podstawowego Eg ze wzrostem rozmiaru
ukladu dla wybranych wartosci stalej sieci R i optymalnej wartosci parametru
wariacyjnego o = ayjy, funkeji atomowej typu 1s.
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Rysunek 4.10: Skalowanie optymalnej wartosci parametru wariacyjnego a =
Qpip funkcji atomowej typu 1s ze wzrostem rozmiaru ukladu dla wybranych
wartosci stalej sieci R.
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5 Lancuch jednowymiarowy: model rozszerzony

5.1 Baza dokladnych funkcji Wanniera dla modelu jedno-
pasmowego

Przedstawiona ponizej konstrukcja funkcji Wanniera dla ukladu jednowymia-
rowego o stalej sieci R jest uproszczona wersja konstrukeji zdefiniowanej wzo-
rami (2.15-2.16) dla rozwazanych w tym rozdziale skonczonych lancuchéw N-
atomowych z okresowymi warunkami brzegowymi. Wyobrazenie takiego uktadu,
istotne z punktu widzenia dalszych rachunkow, przedstawia Rysunek 5.1. Nalezy
pamietac, ze jest to wyobrazenie umowne, ktére wyjasnia jak rozumiemy tutaj
okresowe warunki brzegowe i okreslamy odleglo$ci miedzy weztami sieci; parame-
try mikroskopowe sa natomiast liczone tak, jakby wezetl i-ty wraz z N — 1 sasia-
dami lezal na jednej proste;j.

Z uwagi na translacyjna niezmienniczos¢ zagadnienia, catki przekrywania funk-
cji atomowych typu 1s (2.22), zlokalizowanych na i-tym oraz j-tym wezle sieci,
zaleza wytacznie od réznicy indeksow:

Sij = (Wil ¥;) = S(Ry;) = Siey, (5.1)

przy czym:
S(R;;) = exp(—aR;;)) <1 +aR;; + 3a2R2 > (5.2)
gdzie 7,7 = 0,.., N — 1, przy czym stosujemy periodyczne warunki brzegowe

do réznicy indekséw: i — j = N = i — j (wobec tego mozna przyjac¢ i — j =
0,..,N—1), R;; jest odleglodcia wezléw zdefiniowana jako dlugosé krétszego tuku
(por. Rysunek 5.1).

Wobec tego, mozemy zdefiniowa¢ funkcje Blocha dla rozwazanego uktadu:

2mkyj
o) = Nl/zz\ll exp ( v ), (5.3)

ze wspolczynnikami normalizacyjnymi:

~1/2
27rkp) . (5.4)

g

gdzie k = 0,.., N — 1 jest numerem punktu w pierwszej strefie Brillouina. Jak
latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, funkcje Blocha zdefiniowane wzorami
(5.3-5.4) sa ortogonalne i unormowane, tzn. (®g|Pr) = O

Funkcje Wanniera dla tanicucha liniowego definiujemy jako odwrotne transfor-
maty Fouriera z funkcji Blocha:

1 = 2rkj
Wi = g Z k €XP (—z I ), (5.5)
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Rysunek 5.1: Umowne wyobrazenie tanicucha N atomowego o stalej sieci R
z periodycznymi warunkami brzegowymi. Odleglo$¢ pomiedzy i-tym a j-tym
wezlem sieci RR;; definiujemy jako dtugos¢ krétszego tuku zaznaczonego okregu.

co daje sie przeksztalci¢ do postaci:

= . 1= 2k
wi =Y BV, gdze: = N > N cos Np. (5.6)
7=0 k=0

Funkcje Wanniera, skonstruowane wzorami (5.1-5.6) sa doktadne w sensie
modelu jednopasmowego: uwzgledniono wszystkie calki przekrywania pomiedzy
funkcjami atomowymi {W;(r)} zlokalizowanymi na poszczegdlnych weztach sieci,
jednak rozwazana klasa funkcji atomowych jest, ze wzgledéw praktycznych, ogra-
niczona do funkcji atomowych typu 1s, zaleznych od jednego parametru waria-
cyjnego a.

5.2 Hamiltonian

W tym rozdziale rozwazamy tancuchy liniowe atoméw wodoru, z uwzglednieniem
wszystkich oddzialywan opisanych catkami dwucentrowymi (3.6-3.9). Calki tréj-
i czterocentrowe, wystepujace w ogélnym hamiltonianie uktadu fermionéw na sie-
ci (2.5) zaniedbujemy, gdyz chcemy uwzgledni¢ w sposéb konsystentny przynaj-
mniej procesy dwuwezlowe. Rownoczesnie, parametry jednoczastkowe hamilto-
nianu liczymy z uwzglednieniem wszystkich studni kulombowskich wytworzonych
przez jony sieci (por. Uzupeienie C); w przeciwnym wypadku pominelibysmy
oddzialywania tego samego rzedu co parametry dwuczastkowe odpowiadajace
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dalszym sasiadom. Ostatecznie, rozwazamy hamiltonian w postaci:

N i—1

! 1
{eani + U’I’LZ’TTLQ + Z |:(K2] — §J2]) nin; — 2JZ,JSZZSJZ+

i=0 Jj=0

H

+ Z (ti—j + V;_j(ni(;- + leg)) (aj-aaja + hC) - Ji—j (S;FS; + hC) +

+Jij (aZTTaLaNajT + h.c.)” . (5.7)

Wszystkie parametry hamiltonianu (5.7), obliczane w bazie doktadnych funk-
cji Wanniera {w;(r)} skonstruowanej wzorami (5.1-5.6), mozna latwo wyrazié
poprzez ich odpowiedniki w bazie atomowej {W;(r)}. Podamy tutaj ostatecz-
ny rezultat, otrzymany ze wzoréw (A.6-A.7), poprzez jawne wykonanie czesci
sumowan:

€= Bl +2> BBl (5.8)
I oor
tp = Z Bqﬁp—qefl + 2 Z Bqﬁp—rt;_ra (59)
7 oer
U= 80" +2% 828} (Ki, +2J,_,) +8 BBV, (5.10)
/ qq>r7’ qq>rr
Ky = BB U +2> 865 Ky + 4 BaBoaBeBorJyt
! qq>r7’ qq>rr
+4 Z (ﬁgﬁp*qﬁpfr + 6(] ;—q/BT) ‘/:;—7"7 (511)
oo
Vo= 3 BiBp-aU" + 23 (B3Bpq + 353BpoBr) Vit
/ o=
+23 B2 By (20, + K, ), (5.12)
oer
Jo =3 BB U + 4 (BaBryBr + B2Bp-aBor) Vit
! oo
423" BoBy-oBpoBr (o + Ko ) 423 By80 Ty (5.13)
qr qr
q>r q>r

gdzie p,q,r = 0, .., N—1, zas wspdtczynniki rozwiniecia funkcji Wanniera na funk-
cje atomowe z ujemnym indeksem definiujemy korzystajac z symetrii wyrazenia
(5.6): B_, = B,. Zauwazmy, ze parametry t;, K;, Vi, J; sa odpowiednikami
t, K, V., J, zdefiniowanych w poprzednim rozdziale dla najblizszych sasiadéw.
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Co wiecej, parametry €,, U, t,, K,, V,, J, w bazie Wanniera wyrazamy w zamk-
nigtej postaci poprzez zespét tych samych parametrow (e, U, t,, K, V7, J))
w bazie atomowej.

Wyrazenia na parametry dwuczastkowe po prawych stronach wzoréw (5.8-
5.13) sa analogiczne jak dla czasteczki Ha:

Kz{—j = K/(Rij), V;/_j = V/(Rij), Jz‘,—j = J’(Rij); (514)

gdzie zaleznosci funkeyjne od odlegtosci okreslaja wzory (3.22-3.27). Istotna kom-
plikacja w poréwnaniu z molekuta Hy pojawia sie¢ w przypadku parametrow jed-
noczastkowych, co zostato opisane w Uzupelnieniu C.

Po wyznaczeniu energii stanu podstawowego rozwazanego ukladu dodajemy
do niej wyraz opisujacy odpychanie kulombowskie jader, z uwzglednieniem wszyst-
kich par atoméw w ukladzie (por. Rysunek 5.1):

2

Ejp=3%_
ij Vi

i>j

(5.15)

Opisane podejécie wykracza w sposow istotny poza przyblizenie najblizszych
sasiadéw (por. Rozdzial 4), jednak trzeba pamietaé, ze tak rozszerzony model ma
rowniez charakter przyblizony. Dla bardzo malych stalych sieci R wyrazy tréj-
i czterocentrowe beda determinowaé¢ wilasnosci fizyczne ukladu. Jednak w takim
obszarze najprawdopodobniej w ogéle traca sens rozwazania modeli elektronéw
na sieci, gdyz sie¢ utworzona przez jadra atoméw wodoru (protony) moze nie by¢
stabilna i przechodzi¢ np. do stanu plazmy. Przedstawionego tutaj podejscia byto
sprawdzenie, czy istnieje obszar posredni, w ktérym model rozszerzony o wszyst-
kie wyrazy dwucentrowe daje poprawne rezultaty. Analiza stabilnosci sieci jed-
nowymiarowej zajmiemy sie ponize;j.

5.3 Drgania zerowe jonow sieci

Przedstawimy najpierw oszacowanie poprawki do energii stanu podstawowego,
pochodzacej od drgan zerowych jednowymiarowego ukiadu N atoméw z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi. W przyblizeniu harmonicznym, czestosci
drgait modéw normalnych spetniaja relacje dyspersji [23]:

20\ /2 9 1/2 1/2
Wy = (MC) (1 — COS %) =2 <%> sin W—]\f, (5.16)

gdzie M jest masa atomu wodoru, zas$ stata sprezystosci dla drgan podtuznych C'
moze by¢ tatwo obliczona poprzez numeryczne rézniczkowanie energii stanu pod-
stawowego E, otrzymanej ze Scistej diagonalizacji hamiltonianu (5.7), z uwzgled-

nieniem odpychania kulombowskiego jader (5.15):
1 0*Eq
- ¢ 1
C N R (5.17)
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Formalnie, wzér (5.17) jest stuszny jedynie w sytuacji, gdy energia stanu pod-
stawowego Es ma minimum ze wzgledu na stala sieci R i rozwazamy male drga-
nia wokol tego minimum. Tutaj zakladamy jednak, ze uklad jest zamkniety
w pudle jednowymiarowym o dlugosci NR (z periodycznymi warunkami brze-
gowymi), zatem ewentualne globalne oddzialywanie odpychajace atoméw (przy-
padek OEg/OR < 0) jest zréwnowazone. Wobec tego, dla przypadku 0? Eg/OR? >
0 mozemy rozwazaé¢ mate drgania ukladu charakteryzowanego stala sprezystosci
C. Powyzsze rozumowanie zalamuje si¢ oczywiscie, gdy jedno z wymienionych
zalozen nie jest spemione (tzn. gdy 0Fg/OR > 0 lub 8°Eg/OR? < 0). Z tego
powodu z rozwazan numerycznych dotyczacych drgan zerowych wykluczono mole-
kute Hy (N = 2). Dla uktadéw liczacych N = 3+10 atoméw wodoru oba zatozenia
okazaly sie spelnione.

Krétkiego wyjasnienia wymaga tez zakres indeksu k, numerujacego punkty
pierwszej strefy Brillouina: k£ = 0 odpowiada modowi Goldstone’a zwigzanemu
z ruchem srodka masy ukladu. W dalszych rozwazaniach pomijamy ten mod, tj.
przyjmujemy k = 1, .., N—1, co jest rownowazne wyborowi ukladu wspéhrzednych
zwiazanego ze $rodkiem masy.

Ostatecznie, poprawka do energii stanu podstawowego pochodzaca od drgan
zerowych sieci, wysumowana po wszystkich modach normalnych, wynosi:

1/2 N1
(fonony) -y 1 h ( 1 82Eg> k
—hwy, = — Z sm — (5.18)
2 M2 \ N OR?

lub w jednostkach atomowych (por. Uzupelnienie B):

1/2 2 1/2 N—1
AEéfOHOHY) = (2_m) (i@ EG) Z sm—k (5.19)

AEg,

M N OR?

Kluczowy dla prowadzonych tutaj oszacowan stosunek masy eletronu m do masy
atomu wodoru M przyjeto jako réwny m/M =~ 1/1837.36.

Mozemy réwniez oszacowaé amplitude drgan zerowych atomow ukladu, ktora
bedzie punktem wyjscia do dyskusji stabilnosci tancucha liniowego. Przedsta-
wimy tutaj rozumowanie quasiklasyczne, zblizone do podanego w podreczniku
Kittela [23]. Jako punkt wyjscia przyjmujemy, ze energia drgain zerowych k-tego
modu normalnego jest rowna energii odpowiadajacego mu klasycznego oscylatora
harmonicznego o czestosci wy:

1 1
ész, (ARy)* = > h, (5.20)

gdzie AR), jest amplituda drgan klasycznego oscylatora. Wyliczajac amplitudy
dla poszczegdlnych modéw ze wzoru (5.20) i wykonujac odwrotna transformate
Fouriera otrzymujemy wyrazenie na kwadrat amplitudy drgan atomu sieci:

1N1

= Z ka (5.21)
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Po podstawieniu (5.16) do (5.21) i przejsciu do atomowych jednostek energii (por.
Uzupetnienie B), ostatecznie otrzymujemy:

s L/ m\Y2[18E;\ PN
(AR) :N<W> (N#) 2 sin(rk/N) (5:22)

k=1

Jak tatwo sprawdzi¢ przyblizajac sume we wzorze (5.22) calka, przy zalozeniu,
ze (N_182EG/8R2)71/2 jest regularne przy N — oo, wyrazenie na (AR)” jest
wowezas rozbiezne jak IniV.

Wielkosci obliczane ze wzordéw (5.19) i (5.22) mozna traktowaé jako pier-
wsze poprawki rachunku zaburzen w stosunku do modelu, w ktérym jony sieci
rozwazamy jako nieruchome punkty materialne. Nalezy podkresli¢, ze wspomnia-
ne poprawki stanowia wyjscie poza schemat metody wariacyjnej, w szczegdlnosci
poprawka do energii stanu podstawowego (5.19) nie musi by¢ ujemna.

5.4 Wyniki numeryczne i dyskusja

Rysunek 5.2 przedstawia wplyw optymalizacji bazy jednoczastkowej typu 1s
na ksztalt doktadnej funkcji Wanniera okreslonej wzorami (5.1-5.6). Jako przy-
klad wybrano tancuch N = 8 atoméw o stalej sieci R = 2ay. Podobnie jak
w przypadku molekuty Hy, wida¢ wyrazna koncentracje jednoczastkowych funkcji
falowych w poblizu ich macierzystych jader atomowych, ktéra wzrasta dodatkowo
po optymalizacji. Sugeruje to mozliwo$¢ zwigkszenia, dzigki optymalizacji bazy,
zakresu stosowalnosci rozwazanego w Rozdziale 4 przyblizenia ciasnego wiazania,
a takze uzasadnia pominiecie wyrazow troj- i czterocentrowych w hamiltonianie
(5.7).

Rysunki 5.3 1 5.4 pokazuja wplyw optymalizacji bazy jednoczastkowej na para-
metry mikroskopowe hamiltonianu (5.7), opisujace, odpowiednio, oddzialywania
najblizszych i drugich sasiadéw w bazie atomowej (parametry primowane). Wi-
dzimy tutaj istotny wplyw optymalizacji bazy jednoczastkowej fizyke rozwa-
zanego modelu. W szczegdlnosci, parametry opisujace oddzialywania drugich
sasiadéw (por. Rysunek 5.4) maleja, co do wartosci bezwzglednej, typowo o rzad
wielkosci pod wplywem optymalizacji (wyjatek stanowi parametr miedzyatomo-
wego odpychania kulombowskiego K, ktory zawiera skladowa dlugozasiegowa
oddzialywania ~ 1/R). Podobne zachowanie obserwujemy dla wspdlczynnikéw
rozwinigcia funkcji Wanniera {w;(r)} na funkcje atomowe {W¥;(r)} (por. Ry-
sunek 5.5), po optymalizacji parametr [, opisujacy domieszke funkcji atom-
owych zlokalizowanych na drugich sasiadach do funkcji Wanniera, staje sie juz
zaniedbywalnie maty.

Podobnie, po optymalizacji bazy jednoczastkowej obserwujemy silne zmia-
ny wartosci parametréw mikroskopowych hamiltonianu (5.7) liczonych w bazie
doktadnych funkcji Wanniera (5.1-5.6), co obrazuja Rysunki 5.6-5.7. Analogicz-
nie jak dla parametrow primowanych, wyrazy opisujace oddzialywania drugich
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sasiadéw istotnie maleja (w tym rowniez wyraz K5) po optymalizacji (por. Ry-
sunek 5.7).

Na szczegolna uwage zastuguje zachowanie catki kulombowskiej wewnatrzato-
mowej U i miedzyatomowej dla najblizszych sasiadéw K; (por. Rysunek 5.7).
Przecinanie si¢ krzywych odpowiadajacych tym parametrom dla wartosci kry-
tycznej stalej sieci R = 2.347aq zostalo zidentyfikowane jako jedna z przyczyn
niefizycznego zachowania (kolapsu) taniicucha w przyblizeniu najblizszych sasiadéw
(por. Rozdziat 4). W modelu rozszerzonym réwniez obserwujemy przecinanie sie
krzywych przed optymalizacja bazy, wartos¢ krytyczna stalej sieci R ~ 2.359aq
jest w zblizona do poprzedniej. Opisane zachowania jednak catkowicie znika po
optymalizacji bazy jednoczastkowej: wowczas w calym badanym zakresie statych
sieci R/ag = 2+ 5 mamy U > K, co wydaje si¢ by¢ wynikiem poprawnym.
Podobne uwagi dotycza réwniez calki przeskoku (hoppingu) elektronu pomiedzy
najblizszymi sasiadami ¢; (por. Rysunek 5.6). W modelu rozszerzonym jest
ona ujemna w calym badanym obszarze i maleje dla malych R, podczas gdy
w przyblizeniu najblizszych sasiadéw byta dodatnia ponizej wartosci krytycznej
R =~ 4.362a,.

Opisane powyzej zmiany zachowania parametréw mikroskopowych modelu
rozszerzonego w porownaniu z przyblizeniem najblizszych sasiadow pozwalaja
oczekiwaé, ze niefizyczne zachowanie uktadu dla matych R zniknie lub znacznie
zredukuje sie przedzial R jego wystepowania. Istotnie, Rysunek 5.8 pokazuje
brak kolapsu w calym badanym zakresie statych sieci R/ay = 2+ 5. Optymaliza-
cja parametru wariacyjnego o rowniez byta mozliwa w calym badanym zakresie
statych sieci (por. Rysunek 5.9). Wyjatek stanowi laricuch ztozony z N = 3
atomow, dla ktorego optymalne wartosci parametru o = ay,;, udato sie znalezé
poczawszy od R = 2.25ay. Na Rysunku 5.9 widoczne sa rowniez szczegolnie duze
bledy numeryczne wyznaczenia o = a,;,, dla N = 3. Problem ten jest najpraw-
dopodobniej zwiazany z sama konstrukcja modelu rozszerzonego: zwiekszajac
liczbe N atoméw w tanicuchu dodajemy réwnoczes$nie nowe oddziatywania (i catki
przekrywania funkcji atomowych uwzgledniane w konstrukeji doktadnych funkcji
Wanniera), dzigki czemu model staje sie dokladniejszy.

Istotna zaleta przedstawionej w tym rozdziale konstrukeji modelu rozszerzone-
go jest bezposrednia stosowalnosé wszystkich wzorow do przypadku szczegdlnego
molekuty H,, po prostym polozeniu N = 2. Wynika to, najkrocej mowiac,
ze sposobu, w jaki rozumiemy tutaj periodyczne warunki brzegowe (por. Ry-
sunek 5.1) i znajduje potwierdzenie w ostatecznych wynikach (por. Rysunki 5.8
i 5.9, krzywe dla N = 2 oraz Rysunek 3.5). Opisana cecha modelu rozszerzo-
nego uwiarygodnia réwniez kluczowy wynik fizyczny tej czedci pracy: taricuchy
liniowe z pertodycznymi warunkami brzegowymi nie posiadajg stanu zwigzaneqo
dla N > 3 w rozwazanym tutaj zakresie stalych sieci R/ag = 2 + 5, dominuja
wowcezas oddzialywania odpychajace (por. Rysunek 5.8).

Z drugiej strony, dodawanie nowych oddzialywan przy wzroscie liczby N
atoméw w lancuchu, w szczegélnosci oddzialywan kulombowskich miedzywez-
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lowych K, ktére zawieraja skladowa dlugozasiegowa oddzialywania ~ 1/pR,
powoduje wolna zbieznos¢ wynikéw ze wzrostem N. Dokladniej méwiac, rdéznice
energii na wezel sieci pomiedzy krzywymi dla N = 3 + 10 na Rysunku 5.8
przekraczaja 0.1 Ry, podczas gdy analogiczne réznice dla tanicucha w przyblizeniu
najblizszych sasiadéw byty rzedu 10~* Ry (por. Rozdziat 4). Podobnie, odstep-
stwa optymalnych wartosci parametru wariacyjnego a = a,,;, dla modelu rozsze-
rzonego sa rzedu 0.1/ag, za$ dla przyblizenia najblizszych sasiadéow byly o dwa
rzedy wielkosci mniejsze.

Oczywiscie, opisanego powyzej pogorszenia zbieznosci charakterystyk stanu
podstawowego nie nalezy traktowac jako wady modelu rozszerzonego. Jak zostato
pokazane (por. Rozdzial 4), przyblizenie najblizszych sasiadéw prowadzi do nie-
fizycznego zachowania (kolapsu) taricucha dla statych sieci R =~ 3ay. Dodatkowym
efektem jest “kolaps” w przestrzeni parametru wariacyjnego «, ktéry uniemozliwia
przeprowadzenie optymalizacji bazy jednoczastkowej dla statych sieci mniejszych
od wartosci krytycznej R ~ 3.7ayg. Wobec tego wydaje sie, ze ilosciowe wyniki
uzyskane w ramach przyblizenia najblizszych sasiadéw sa fizycznie bledne, pomi-
mo szybkiej zbieznosci ze wzrostem N. Natomiast, wolna zbieznos¢ wynikéw dla
modelu rozszerzonego obrazuje rzeczywista ztozonosé zachowania uktadu.

Na koniec rozwazymy wplyw drgan zerowych jonéw sieci na energie stanu pod-
stawowego Fj i stabilnos¢ tancuchéw liczacych N = 3+ 10 atoméw wodoru z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi. Ze wzgledu na konieczno$¢ numerycznego
obliczania pochodnych 0*Eg/OR?, wystepujacych we wzorach (5.19) i (5.22),
dane przedstawione na Rysunkach 5.10 i 5.11 sa obarczone znacznie wigkszymi
btadami numerycznymi niz wszystkie prezentowane do tej pory (przyktadowo, dla
energii stanu podstawowego F¢ z optymalizacja parametru «, bledy numeryczne
nie przekraczaja 107° Ry). Pomimo to, mozna na ich podstawie sformutowacé
kilka istotnych wnioskéw jakosciowych, ktore przedstawiamy ponizej.

Przede wszystkim, drgania zerowe dodatkowo destabilizuja sie¢. Po drugie,
jak wida¢ z Rysunku 5.10, poprawki do energii stanu podstawowego, pochodza-
ce od drgan zerowych, szybko zanikaja ze wzrostem stalej sieci R. Dla stalych
sieci bliskich najmniejszej z rozwazanych tutaj wartosci R = 2ay poprawki te nie
przekraczaja jednak 0.03 Ry na wezet i wydaja sie by¢ zbiezne ze wzrostem N.

Inaczej wyglada sytuacja dla amplitud drgan zerowych, przedstawionych na Ry-
sunku 5.11. Zgodnie z oczekiwaniami, amplitudy drgan zerowych wydaja sie
rosnaé nieograniczenie ze wzrostem liczby N atoméw w ukladzie. Wzgledne am-
plitudy dla uktadéw liczacych N = 3-+10 atoméw osiagaja dos¢ znaczne wartosci
AR/R = 0.05 + 0.07, ktore zblizaja sie zblizaé¢, ze wzrostem N, do umownego
kryterium Lindemanna topnienia krysztaléw AR/R = 0.1. Dodatkowo, wzgledne
amplitudy wyraznie rosna ze wzrostem stalej sieci R, co sugeruje mozliwos¢ zmi-
any uporzadkowania geometrycznego uktadu dla duzych R. Z tego powodu, in-
teresujace wydaje si¢ uwzglednienie, w ramach modelu rozszerzonego, mozliwosci
dimeryzacji, czyli laczenia si¢ par atomoéw tancucha w czasteczki. Zajmujemy sie
tym w nastepnym rozdziale.
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Rysunek 5.2: Funkcja Wanniera dla tancucha N = 8 atoméw wodoru z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi, zbudowana z funkcji atomowych typu 1s
z parametrem wariacyjnym « = 1 (linia przerywana), oraz optymalnym o, =
1.753/ag (linia ciggla). Uwzgledniono wszystkie catki przekrywania funkcji ato-
mowych; stala sieci tancucha wynosi R = 2ay.
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Energia [Ry]
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Rysunek 5.3: Parametry mikroskopowe hamiltonianu tancucha liniowego N =
8 atomoéw wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, liczone w bazie
atomowe] (primowane), odpowiadajace oddzialywaniom najblizszych sasiadéw,
w funkcji stalej sieci. Linie przerywane: funkcje atomowe bez optymalizacji, linie
ciggte: z optymalizacja.
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Rysunek 5.4: Parametry mikroskopowe hamiltonianu tancucha liniowego N = 8
atoméw wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, liczone w bazie ato-
mowej (primowane), odpowiadajace oddzialywaniom drugich sasiadéw, w funkcji
stalej sieci. Linie przerywane: funkcje atomowe bez optymalizacji, linie ciggte:
z optymalizacja.
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Rysunek 5.5:  Wspdlezynniki rozwinigcia dokladnych funkcji Wanniera
na funkcje atomowe typu 1s dla tancucha N = 8 atoméw wodoru. Linie przery-
wane: funkcje atomowe bez optymalizacji, linie cigglte: z optymalizacja.
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Rysunek 5.6: Parametry mikroskopowe hamiltonianu tancucha liniowego N = 8
atomoéw wodoru, w bazie atomowej doktadnych funkcji Wanniera, odpowiadajace
oddzialywaniom najblizszych sasiadéw, w funkcji stalej sieci. Linie przerywane:
funkcje atomowe bez optymalizacji, linie ciggle: z optymalizacja.
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Rysunek 5.7: Parametry mikroskopowe hamiltonianu tancucha liniowego N = 8
atomoéw wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, w bazie doktadnych
funkcji Wanniera, odpowiadajace oddzialywaniom drugich sasiadéw, w funkcji
stalej sieci. Linie przerywane: funkcje atomowe bez optymalizacji, linie ciggte:
z optymalizacja.
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Rysunek 5.8: Energia stanu podstawowego E¢ tancuchéw skonczonych N = 2+-8
atoméw wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, w modelu rozszerzo-
nym, w funkcji statej sieci R. Uwzgledniono odpychanie kulombowskie jader.
Wszystkie krzywe odpowiadaja optymalnej wartosci parametru wariacyjnego o
funkcji atomowej typu 1s.
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min 0

R/a
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Rysunek 5.9: Optymalna wartos¢ parametru wariacyjnego « funkcji atomowej
typu 1s dla fancuchéw skoniczonych N = 2 + 8 atomoéw wodoru z periodycznymi
warunkami brzegowymi, w modelu rozszerzonym, w funkcji stalej sieci R.
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Rysunek 5.10: Poprawka do energii stanu podstawowego pochodzaca od drgan
zerowych jonéw sieci, wysumowana po wszystkich modach normalnych, dla
tancuchéw skonczonych N = 3 + 8 atoméw wodoru w modelu rozszerzonym
z periodycznymi warunkami brzegowymi, w funkcji stalej sieci.
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Rysunek 5.11: Wzgledna amplituda drgan zerowych jonow

z uwzglednieniem wszystkich modéw normalnych, dla tancuchéow skonczonych

N = 3 =+ 8 atomow wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi, w ramach

modelu rozszerzonego, w funkcji statej sieci.
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6 Dimeryzacja

6.1 Baza dokladnych funkcji Wanniera

W tym rozdziale przedstawimy modyfikacje konstrukeji doktadnych funkcji Wan-
niera (por. Rozdzial 5) dla laficucha z mozliwoscia dimeryzacji, czyli taczenia
sie par atomow w czasteczki. Dla takiego uktadu definiujemy dwie podsieci,
numerowane indeksem o = A, B. Dalej przyjmujemy umownie, ze podsie¢ A
sktada sie z atoméw o numerach parzystych: A = {2i}, zas B - z atoméw
o numerach nieparzystych: B = {2i + 1}, gdzie i = 0,.., Np — 1 jest numerem
dimeru (w tym rozdziale rozwazamy wytacznie taricuchy zlozone z parzystej liczby
atoméw N = 2Np). Mozemy teraz zdefiniowaé¢ dwie bazy réwnowaznych funkcji
atomowych w poszczegdlnych podsieciach:

Vi (r) = Ua(r), U7 (r) = Uoipr (1); (6.1)
oraz okresli¢ dla nich funkcje Blocha:
NA Net ok NB Nolt o7k
Pl = K Texp (i , P = K UBexp (i ;
g e, s N
(6.2)

gdzie indeks k = 0, .., Np — 1 numeruje punkty w pierwszej strefie Brillouina, zas
wspolezynniki normalizacyjne sa okreslone wzorami:

Np—1 ~1/2
N = N2 =NE = ( > SI’;‘A cos 27?_]{;])) . (6.3)
p=0 Np
Calki przekrywania funkcji atomowych, wystepujace w wyrazeniu (6.3) moga
by¢ wyliczane z prostego uogdlnienia wzoru (5.1): S;" fj =S (R%-ﬁ ), gdzie a, § =
A/ B,i,j =0,..,Np — 1, przy czym stosujemy periodyczne warunki brzegowe:
1 = Np = i, wobec czego mozna przyja¢: ¢+ —j = 0,.., Np — 1. Odleglosci Rf‘jﬁ
atomoéw tancucha zostaly zdefiniowane na Rysunku 6.1 jako dlugosci krétszego
huku okregu. Definicje odlegtosci Rf‘jﬁ wykazuja symetrie: Rfl-a = Rf‘jﬁ oraz R;* =
Rf;B , ktore przenosza si¢ na wszystkie rozwazane w tym rozdziale parametry
z analogicznymi indeksami.

Jak tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, funkcje Blocha (6.2) ze wspét-
czynnikami normalizacyjnymi (6.3) speiaja relacje ortonornalnosci dla kazdej
podsieci z osobna: (P¢|P) = Oy, jednak <<I>;€4\<I),§> = Sap(k) # 0 (na ogdh).
Dokonujemy zatem ortogonalizacji funkcji Blocha dla catego uktadu w postaci:

Bl =0 (60 1oiaf), 8= (0] +af): (6.4

gdzie:
k
T 11— (65
1+ /1—[Sap(k)[?

25



Rysunek 6.1: Umowne wyobrazenie tanicucha z periodycznymi warunkami brze-
gowymi i mozliwoscia dimeryzacji. Wprowadzamy dwie stale sieci R; i R oraz
dwie podsieci A, B; uklad jest niezmienniczy ze wzgledu na translacje o 2R,
mamy takze rownowaznos$¢ podsieci. Indeksy i, j sa teraz numerami dimerow.
Odlegtosé definiujemy jako diugosé krotszego tuku okregu.

—~1/2

San (k)] B |San (k)]
(1+ 1—|SAJ_D,(/s)\2)2 L+ /1 —[Sap(k)[?

lloczyn skalarny funkcji Blocha dla podsieci (6.2), wystepujacy we wzorach (6.5-
6.6), wyraz sie poprzez calki przekrywania funkcji atomowych SS‘B W nastepujacy
sposob:

Be=|1+

(6.6)

cos +1 Sin

San(k) = N2 2 Np 2 Np

p

<S;,43 + S;BA 2wkp ,SI’;XB — S;BA . 27rkp> 67)

Ostatecznie, rozwiniecie funkcji Wanniera na funkcje atomowe ma postac:
w =Y g, (6.8)
1o’

gdzie a, 6 = A, B, i,7 = 0,.., Np — 1. Wykonujac odwrotne transformacje Fou-
riera dla zortonormalizowanych funkcji Blocha (6.4), otrzymujemy wspétezynniki
rozwiniecia (6.8) jako:

2mkp

B;‘A = Np' > NiBy cos , (6.9)
k Np
ok ok
B2 = Np' S Nify (Renpcos = + Imyesin =~ ), (6.10)
A ND ND

26



2rk 21k
5;“ = Np" Y NiBy (Re% cos TP _ Im~yy sin T p) , (6.11)
. Np N

D

prb = g, (6.12)

Jak widaé, wzory (6.9-6.12) posiadaja symetrie winikajace z geometrii uktadu,

a dokladniej, z definicji odleglosci wprowadzonej na Rysunku 6.1: g% = g4,
AB _ pBA

oraz (3,7 = B

6.2 Hamiltonian

Mozemy dokonac prostego uogélnienia hamiltonianu tancucha liniowego, zawie-
rajacego wszystkie caltki dwucentrowe (5.7) na uklad z dwiema podsieciami, nu-
merowanymi indeksami o, § = A, B:

Np—-1 1
H = Z {Eanm + Uniornia) + Z [(Kfyﬁ] - éJzaﬁj) NiaMja+
510]3 jB<ia

—QJ@O[BJSZZQ 8 Z ( %+ Vaﬁ (Nias + njﬁa)) (aj-aoajﬁa + h.c.) +

. (SMSJB + h.c.) + JO‘B ( mTajaia]mam +h.c. )” (6.13)

gdzie relacja i < jf odpowiada kolejnosci atoméw w taricuchu. Przy odpowied-
niej definicji parametrow mikroskopowych, hamiltonian (6.13) bedzie opisywal
lanicuch liniowy z dimeryzacja.

Parametry hamiltonianu (6.13) sa oczywiscie zdefiniowane w bazie funkcji
Wanniera, okreslonej wzorami (6.8-6.12). Wyrazimy je teraz za pomoca analo-
gicznych parametréw, liczonych w bazie atomowej (6.1) i oznaczanych z primami:

€ _Z(ﬁcj‘V) &, +2 Y plprye | (6.14)
qy qy,ro
qy>rd
108 =" ppd e w2 N BBl A (6.15)
qy qy,rd
qy>rd
=S (a) U2 (s (el 207 ) 4 () BV
qy q(%;y;rr%
(6.16)
2
K =3 (g v +2 ¥ {(B8) Kl
q(1'7>rr65
_|_2ﬁ;>“/ﬁ [Baéﬁﬁé J/vé (60475 r"‘ﬁ qﬁa&) V/gir}}’ (6.17)
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V=) e () et (K + ) +
q7,r
qy>ro

+ (BB, + 382085 Y VI ]+ 5o (620 B, T } (6.18)
J;ﬁ :Z<6Mﬁ q) U+ 2 Z [ﬁavﬁaé v B r(K/,WS J’gir)Jr
qy

qv,m68
qy>ro

2
+(85782,) Lrg5r+2537551q(53vB55r+5355f1q)vﬂgér]. (6.19)

Parametry dwuczastkowe hamiltonianu liczone w bazie atomowej (primowane),
ktére wystepuja po prawych stronach réwnan (6.14-6.19) sa okreslone analogicz-
nie jak dla czasteczki Hy (por. Rozdzial 3):

K =K'(RY), VL =V(RY), I = TR (6.20)

gdzie zaleznosci funkcyjne od odlegtosci dane sa wzorami (3.19-3.27). Dla ele-
mentow primowanych jednoczastkowych stosuje sie ogélny schemat postepowania
opisany w Uzupelnieniu C.

Po zakonczeniu obliczen, do energii stanu podstawowego dodajemy, jak w po-
przednich przypadkach, wyraz opisujacy odpychanie kulombowskie jader, ktéry
tym razem ma postac:

2
Ej_j= ), 7B (6.21)
ionjf =
a<jp

gdzie warunek i < jf przyjeto, aby kazda para jader byta liczona tylko raz.

6.3 Wyniki numeryczne i dyskusja

W tym rozdziale, ze wzgledu na znaczna komplikacje rozwazanego modelu w sto-
sunku do badanych poprzednio, przedstawimy jedynie koncowe wyniki dotyczace
stanu podstawowego, pomijajac dyskusje zachowania parametréw mikroskopo-
wych modelu w réznych bazach oraz wspoétczynnikéw rozwiecia funkcji Wanniera
na funkcje atomowe typu 1s. Nadmienimy jedynie, ze dla wszystkich badanych
tutaj ukladéw przeprowadzono test metody dla przypadku diagonalnego R, =
R i kazdorazowo otrzymano wyniki zgodne z przedstawionymi w Rozdziale 5,
w granicach doktadnosci numeryczne;j.

Energia stanu podstawowego dla tancuchéw liczacych N = 4 =+ 8 atoméw
wodoru w modelu z dimeryzacja (por. Rysunek 6.2), zachowuje sie w funkcji stalej
sieci R zupelie podobnie jak dla ukladu bez dimeryzacji (por. Rysunek 5.8).
Podobnie jak poprzednio, nie obserwujemy stanu zwiazanego dla tancucha. Ana-
logiczne uwagi stosuja sie do optymalnej wartosci parametru wariacyjnego o
funkcji atomowej typu 1s (por. Rysunek 6.3). Dokladniejsza analize mozemy
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przeprowadzi¢ na podstawie wykreséw zmian energii stanu podstawowego Fg
na czastke 1 wartosci @ = i, po uwzglednieniu dimeryzacji (por. Rysunki
6.4 1 6.5, odpowiednio). Obie wielkosci okazuja sie bardzo malymi poprawkami
do wynikéw otrzymanych w ramach modelu bez dimeryzacji, zwlaszcza dla N > 6
(wyniki dla N = 4 mozemy uwazaé za mniej dokladne, poniewaz dla wigkszych
N uwzgledniamy dalsze oddzialywania w hamiltonianie i dalsze catki przekrywa-
nia przy konstrukcji “dokladnych” funkcji Wanniera). Jednak pewne tendencje
jakosciowe wydaja sie wyrazne: uktad z dimeryzacja ma nizsza energie dla matych
statych sieci R (por. Rysunek 6.4), ponadto wzrasta woéwczas optymalna wartosé
parametru wariacyjnego o = i, (por. Rysunek 6.5), co oznacza, ze funkcje
falowe jednoczastkowe silniej sie koncentruja wokot jader.

Powyzsze obserwacje dodatkowo potwierdza Rysunek 6.6. Widzimy, ze wzgled-
ne przesuniecia jader na skutek dimeryzacji dla tancuchéw liczacych N > 6
atomoéw nie przekraczaja 10%. Rownoczesnie, dla wszystkich uktadéw liczacych
N =4+ 8 atomdw, obserwujemy zanik dimeryzacji powyzej wartosci krytycznej
stalej sieci R = 6.3a¢. Zjawisko to prawdopodobnie ma charakter przejscia fa-
zowego typu porzadek-nieporzadek.

Ogodlnie biorac, rozwazane w tym rozdziale zjawisko dimeryzacji wprowadza
jedynie bardzo subtelne efekty energetyczne w tancuchach liniowych, przy réwno-
czesnym ogromnym wzroscie kosztow obliczeniowych: dla kazdej wartosci stalej
sieci R musimy przeprowadzi¢ dwuwymiarowa minimalizacja funkcjonatu energii
stanu podstawowego F¢, ze wzgledu na parametry wariacyjne Ry i a. Z tych
powodow nie uwzgledniamy zjawiska dimeryzacji w rozwazaniach faz magne-
tycznych oraz przejscia metal-izolator w badanym uktadzie, ktoére prowadzimy
w nastepnym rozdziale. Tym bardziej, iz nie stabilizuje ona tancucha liniowego.
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Rysunek 6.2: Energia stanu podstawowego na wezel Eq/N w funkcji stalej
sieci R dla tancuchéw N = 2 + 8 atomdéw wodoru z dimeryzacja. Uwzgledniono
odpychanie kulombowskie jader i przeprowadzono optymalizacja parametru o
funkcji atomowej typu 1s oraz stalej sieci R.
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Rysunek 6.3: Optymalne warto$ci parametru wariacyjnego a = au, funkeji
atomowej typu 1s w funkcji stalej sieci R lancuchéw liniowych N = 2-+8 atomdw
wodoru z dimeryzacja. Wartosé¢ stalej sieci R; jest optymalna, uwzgledniono
odpychanie kulombowskie jader.
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Rysunek 6.4: Poprawki do energii stanu podstawowego Fg na wezel, pochodzace
od dimeryzacji, dla tancuchéow liniowych N = 4 + 8 atoméw wodoru w funkcji
stalej sieci R. Warto$ci parametru wariacyjnego « funkcji atomowej typu 1s
i stalej sieci R; sa optymalne, uwzgledniono odpychanie kulombowskie jader.
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Rysunek 6.5: Poprawki do optymalnej wartosci parametru wariacyjnego o =
Qmin funkcji atomowej typu 1s, pochodzace od dimeryzacji, dla tancuchéw linio-
wych N = 4 + 8 atoméw wodoru w funkcji statej sieci R. Wartos¢ stalej sieci Ry
jest optymalna, uwzgledniono odpychanie kulombowskie jader.
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Rysunek 6.6: Wzgledne przemieszczenie 1 — Ry /R atomoéw taricuchéw liniowych
na skutek dimeryzacji, w funkcji stalej sieci R. Stala sieci R; i parametr wa-
riacyjny « funkcji atomowej typu 1s sa optymalne, uwzgledniono odpychanie
kulombowskie jader.
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7 Fazy magnetyczne i przejScie metal-izolator

7.1 Parametry porzadku dla lancucha liniowego

Wprowadzimy tutaj kilka umownych wielkosci 6,,, ktére beda stuzyé¢ do opisu
uporzadkowania stanu podstawowego tancucha liniowego. Wszystkie te wielkosci
maja charakter parametréw porzadku, tzn. 0 < 6, < 1, przy czym 6, =
0 odpowiada stanowi calkowicie nieuporzadkowanemu, za$ 6, = 1: idealnie
uporzadkowanemu.

W pierwszej kolejnosci interesuje nas, czy badany uklad posiada silne wlasnosci
magnetyczne. Wielkoscia, ktéra moze to charakteryzowac ilosciowo, jest sredni
kwadrat spinu na wezle (S?), (w tym rozdziale przyjmujemy, ze jezeli nie zdefi-
niowano inaczej, sredniowanie odbywa sie po stanie podstawowym |g) i wszyst-
kich indeksach wystepujacych wewatrz znaku sredniej, w tym wypadku numerze
wezta 7). Jak tatwo sprawdzi¢ z definicji (3.11): 0 < (S?) < 3/4, wobec czego
odpowiednim parametrem porzadku bedzie:

s = % <SZQ> : (7.1)

Duza wartos¢ fs oznacza wysoka warto$¢ spinu zlokalizowanego na kazdym wezle,
zatem silne wlasnosci magnetyczne uktadu. W szczegélnosci, dla stanow atomo-
wych (S?) = 3/4. Oczywiscie, poniewaz rozwazamy tylko uktady potéwkowo
wypetione, duzej lub malej wartosci g bedzie towarzyszy¢, odpowiednio, mata
lub duza liczba podwdjnych obsadzen w ukladzie, nie analizujemy jednak tutaj
szczegotowo tego zwiazku.

Nastepnie, w przypadku stwierdzenia silnych wtasnosci magnetycznych uktadu,
mozemy sie zastanawia¢, w jaki sposob sa uporzadkowane przestrzennie mo-
menty magnetyczne zlokalizowane na poszcegdlnych elektronach. Najprostsza
wielkoscia, stuzaca do opisu ilosciowego tego uporzadkowania, jest (S;-S;i1),
przy czym, jak tatwo sprawdzié: —3/4 < (S;-S;y1) < 1/4. Wprowadzamy za-
tem parametr uporzadkowania antyferromagnetycznego:

4

Ujemna wartos$¢ 04 oznaczalaby uporzadkowanie ferromagnetyczne uktadu, jed-
nak w badanych tutaj sytuacjach nigdy takiej wartosci nie stwierdzono. Liczono
takze wartos¢ kwadratu spinu catkowitego uktadu (S2,) = <(ZZ Si)2>, otrzymujac
dla wszystkich przypadkéw (SZ,) = 0, co oznacza, ze stan podstawowy uktadu
jest zawsze singletem spinowym. Pozwala to wykluczy¢ stan uporzadkowany
ferromagnetycznie z rozwazan faz magnetycznych tancucha liniowego atoméw
wodoru.

Najtrudniejszym do opisu ilosciowego jest uporzadkowanie metaliczne. Jako
kryterium jakosciowe przyjmujemy tutaj istnienie kuli Fermiego w przestrzeni
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odwrotnej, ktora istnieje dla metali, zanika natomiast dla izolatoréw. Zdefiniu-
jemy teraz $rednia liczbe elektronéw w stanie pedowym |ko), przy czym $redniu-
jemy po stanie podstawowym:

: 1 _ikRj
g> , gdzie: al = N3 Ze kRJa}U. (7.3)
J

nio = (9 |alyano

Prosta charakterystyka rozkladu {ns, }, ktéra osiaga wartosé maksymalng dla roz-
ktadu z kula Fermiego, za§ minimalna dla rozktadu réwnomiernego, jest warian-
cja:

2
1 1
0'2{nko} = ﬁ % nza — (ﬁ %;mm) . (74)

Poniewaz 0 < ng, < 1, zatem zachodzi: 0 < 0?{ng,} < 1/4 i jako parametr
porzadku dla przejscia metal-izolator mozemy przyjac:

Orrr = 40 {npo }. (7.5)

Wysoka wartosé 6y, nie oznacza oczywiscie, ze uktad z cala pewnoscia ma kule
Fermiego, w interesujacych sytuacjach sprawdzamy ten fakt bezposrednio, spo-
rzadzajac wykres rozktadu elektronéw w przestrzeni pedéw.

Wszystkie rozwazania prowadzone tym rozdziale dotycza tanicuchéw liniowych
atoméw wodoru w modelu rozszerzonym (por. Rozdzial 5). W pierwszym przy-
blizeniu pomijamy tutaj zjawisko dimeryzacji dyskutowane w Rozdziale 6.

7.2 Wyniki numeryczne i dyskusja

Rysunek 7.1 przedstawia parametry uporzadkowania zdefiniowane w poprzednim
podrozdziale, w funkcji stalej sieci R tanicucha. Przyklad krzywych dla N = 6
pokazuje silny wplyw optymalizacji bazy jednoczastkowej na fizyke rozwazanego
uktadu. W szczegdlnosci, dla funkcji falowych jednoczastkowych bez optymaliza-
cji (o = 1/ap) mamy obszar o cechach izolatora dla R < 2.4ay oraz R > 3.2ay,
w obszarze posrednim natomiast dominuje uporzadkowanie metaliczne. Po opty-
malizacji bazy jednoczastkowej obraz istotnie sie zmienia jakosciowo: zaleznosci
wszystkich parametréw uporzadkowania od stalej sieci R staja si¢ monotoniczne,
zatem definiuja tylko dwa obszary fizyczne powyzej i ponizej pewnej wartosci kry-
tycznej stalej sieci R, ktora mozemy uwazacé za prawdopodobny punkt przejscia
fazowego. Krzywe dla N = 10 na Rysunku 7.1 leza w poblizu krzywych dla N =
6, co nie pozwala sformutowaé¢ wnioskéw ilosciowych na temat skalowania para-
metréw porzadku ze wzrostem N.

Szczegdlnie interesuje nas tutaj przejécie fazowe metal-izolator. Parametr
porzadku dla tego przejscia ;7 ma do$¢ umowny charakter, a doktadniej wartosé
Orr ~ 0 pozwala wykluczyé¢ uporzadkowanie metaliczne ukladu, jednak 65,7 ~ 1
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oznacza jedynie mozliwo$¢ wystepowania uporzadkowania metalicznego. W zwiaz-
ku z tym rozwazamy tutaj rozkltady elektronéw w przestrzeni odwrotnej, przed-
stawione na Rysunkach 7.2-7.4 i bezposrednio stosujemy kryterium jakosciowe ist-
nienia kuli Fermiego. Jak mozna bylo przewidywa¢, niefizyczny przyktad N = 6
bez optymalizacji bazy jednoczastkowej (o = 1/ag) daje do$¢ osobliwe wyniki
(por. Rysunek 7.2). W obszarze podejrzewanym o charakter metaliczny mamy
minimum lokalne rozktadu dla k = 0, (por. krzywa dla R = 2.5a¢) co utrudnia
sformutowanie jednoznacznych wnioskow. Istotna poprawa nastepuje po wprowa-
dzeniu optymalizacji bazy jednoczastkowej (a« = ;i ): rozkltady dla N = 6 (por.
Rysunek 7.3) i N = 10 (por. Rysunek 7.4) maja cechy rozkladu Fermiego-Diraca,
ktore zanikaja ze wzrostem stalej sieci R.

Umownie zdefiniowane obszary o rozwazanych typach uporzadkowania przed-
stawiono w formie diagramu fazowego na Rysunku 7.5. Na tej podstawie mozemy
przypuszczad, ze rozwazany tutaj uklad, na krzywej fizycznej a = cupin, jest izola-
torem antyferromagnetycznym powyzej wartosci stalej sieci R &~ 3, oraz metalem
dla matych stalych sieci R ~ 2. Lokalizacja obszaru niemagnetycznego na Ry-
sunku 7.5 wydaje sie interesujaca z punktu widzenia mozliwych zmian dla przy-
padku temperatur skonczonych: nalezy wowczas oczekiwaé wzrostu powierzchni
tego obszaru przy rownoczesnym przemieszczeniu sie krzywej o = i, W strone
nizszych wartosci a.

Przedstawione tutaj przypuszczenia co do uporzadkowania stanu podstawo-
wego uktadu nie maja oczywiscie charakteru ilosciowych wnioskow. Takie wnioski
mozna by sformulowaé¢ dopiero po przeprowadzeniu skalowania z N — oo, co wy-
magaloby badania znacznie wigkszych uktadéw i nie bylo celem tej pracy; chodzito
nam raczej o pokazanie réznorodnosci zjawisk wystepujacych w prostym uktadzie
jednowymiarowym atomow wodoru opisywanym przy pomocy realistycznego mo-
delu uwzgledniajacego oddzialywania dalszych sasiadéw dla elektronéw w stanach
typu 1s.
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Rysunek 7.1: Parametry porzadku fg, 04 i 0y (por. definicje w tekscie)
w funkcji stalej sieci R dla taricuchéw liniowych N = 6 (linie przerywane: funkcje
falowe bez optymalizacji, linie ciggle: z optymalizacja ) i N = 10 (kropka-kreska)
atomoéw wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi w modelu rozszerzo-
nym.
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Rysunek 7.2: Rozktad elektronéw w pierwszej strefie Brillouina dla tancucha
liniowego N = 6 atomow wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi
w modelu rozszerzonym bez optymalizacji funkcji falowych jednoczastkowych
(o = 1/ag), dla kilku wartosci stalej sieci R. Wartosci na osi rzednych sa
usrednione po spinie o =T, ..
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Rysunek 7.3: Rozklad elektronéw w pierwszej strefie Brillouina dla tancucha li-
niowego N = 6 atomow wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi w mode-
lu rozszerzonym z optymalizacja funkeji falowych jednoczastkowych (o = aumin),
dla kilku wartosci stalej sieci R. Wartosci na osi rzednych sa usrednione po spinie

o=T1.
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Rysunek 7.4: Rozktad elektronéw w pierwszej strefie Brillouina dla tancucha
10 atoméw wodoru z periodycznymi warunkami brzegowymi
w modelu rozszerzonym z optymalizacja funkeji falowych jednoczastkowych (o =
min), dla kilku wartosci stalej sieci R. Wartosci na osi rzednych sa usrednione

po spinie o =T, |..
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Rysunek 7.5: Diagram fazowy tanicucha liniowego N = 8 atoméw wodoru z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi w modelu rozszerzonym. Przyjeto umowne
definicje poszczegdlnych obszarow: 6, < 0.4 dla obszaru niemagnetycznego,
Oy > 0.6 dla obszaru metaliczanego, oraz 0, > 0.6 dla obszaru antyferro-
magnetycznego. Linia ciagla: droga fizyczna uktadu o = ayp,.

72



8 Podsumowanie, uwagi koncowe

Zasadnicza idea tej pracy bylo polaczenie metod obliczen kwantowych dla uktadéw
skorelowanych fermionéw na sieci (scista diagonalizacja hamiltonianu w przestrze-
ni Focka stanéw uktadu wieloczastkowego) z jednoczesna optymalizacja funkeji
falowej w jednoczqstkowej przestrzeni Hilberta. Ten ogélny problem rozwazono
na stosunkowo prostym przyktadzie skoniczonych tanicuchéw liniowych (zawiera-
jacych N = 210 atoméw), z periodycznymi warunkami brzegowymi, przy czym
kazdy atom wnosi jeden orbital do uktadu (model jednopasmowy). Uwzgledniono
przy tym wszystkie calki przekrywania w takim tancuchu, a takze wszystkie od-
dzialywania dwucentrowe (pominieto oddziatywania trzy- i czterocentrowe, co znaj-
duje pewne uzasadnienie a posteriori).
Glownymi wynikami tej pracy sa:

e niefizyczne zachowanie (kolaps) uktadu po zastosowaniu przyblizenia, w kté-
rym uwzgledniamy calki przekrywania i oddzialywania tylko dla najbliz-
szych sasiadow w tancuchu liniowym,;

e brak kolapsu oraz brak stanu zwigzanego dla modelu rozszerzonego jedno-
pasmowego (z uwzglednieniem wszystkich calek przekrywania i oddziatywan
dwucentrowych);

e znikomy wplyw dimeryzacji na charakterystyki stanu podstawowego tancu-
cha w modelu rozszerzonym jednopasmowym, w szegdlnosci fakt, ze dime-
ryzacja nie stabilizuje takiego tancucha;

e prawdopodobne istnienie fazy metalicznej ukltadu dla stalej sieci R/ay ~ 2
oraz antyferromagnetycznej dla R/ay ~ 3 i wigkszych wartosci.

Jako problemy, ktére nalezaloby nastepnie rozwazy¢ w celu realistycznego
modelowania stanow skorelowanych ukladéw makroskopowych w ramach tej me-
tody, mozna wymieni¢:

e konstrukcje modelu efektywnego z oddzialywaniami o skoniczonym zasiegu,
z réwnoczesna renormalizacjg parametrow Hamiltonianu (usunieciem nie-
skoriczonosci) przy przejsciu granicznym N — oo;

e badanie charakterystyk stanéw skorelowanych uktadu (w tym rozkladu Fer-
miego-Diraca, funkcji spektralnych, funkcji korelacji rozktadu tadunkéw)
dla N ~ 100, co jest mozliwe dla modeli z oddzialywaniami o skonczonym
zasiegu, w ramach metod grupy renormalizacji macierzy gestosci, w celu
ilosciowej analizy przejscia metal-izolator,

e wyjscie poza model jednopasmowy, poprzez wprowadzenie funkcji atomo-
wych typu 2s i 2p oraz dodatkowych parametréow wariacyjnych, w celu
doktadnej dyskusji stabilnosci tancucha jednowymiarowego z dimeryzacja;
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e badanie ukladéw dwu- i tréjwymiarowych, ewentualnie z etapem posrednim
w postaci kilku oddzialywujacych tancuchéw liniowych.

Podziekowania

Serdecznie dziekuje mojemu opiekunowi naukowemu, Prof. dr hab. J. Spatkowi,
za poswiecony czas i liczne wskazowki, ktore umozlity powstanie tej pracy, a takze
Prof. dr hab. A. Fulinskiemu, dr hab. K. Rosciszewskiemu, dr hab. J. Koniorowi,
dr hab. W. Wéjcikowi oraz dr R. Podsiadlemu ze cenne uwagi dotyczace pracy.
Praca wchodzita w zakres zadan grantu badawczego KBN Nr 2P03B 092 18.
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Uzupelnienia

A  Zrenormalizowane rownanie falowe dla mo-
delu jednopasmowego

Ponizej oméwimy krétko poszczegdlne wielkosci wystepujace w rownaniu waria-
cyjnym (2.17) na funkcje atomowa ¥(r) w modelu jednopasmowym.
Zaleznosci funkcjonalne parametréw mikroskopowych w bazie atomowej t

Vx> 88 widoczne po jawnym rozpisaniu ich definicji w postaci calek:

!
YR

£[0] = / &Pr,(r)T(r) U5 (r), (A1)

Vi[¥] = /d3r1d3r2\11i(r1)\lfj(r2)V(r1 — 1) W (1) Wy (r2); (A.2)

i podstawieniu ¥, (r) = U(r—R,), n =1, j, k, . Obliczajac pochodne wariacyjne
oti; /oW (r) 6V, /0¥ (r) wystepujace w réwnaniu (2.17) korzystamy ze wzoru:

)
0¥(rg)

U(r—R,)=06%r—-R, 1), (A.3)

ktory wynika wprost z definicji (2.18), a nastepnie w kazdym sktadniku wykonu-
jemy catkowanie po tej zmiennej, ktéra wystepuje w argumencie delty Diraca. Po
krotkim rachunku otrzymujemy:

ot!.
szﬂr) =TR; —1)¥Y (R, —R;+1) + T(R; —r)¥(R; - R; + 1), (A.4)
oraz:
SV,
igkl 3./ r A L o ;-
59(r) —/d r' ¥ -R)V(R, — '+ 1)V (R, — R, +1r)¥(r' — Ry) +

+U(r' —R)V(I' —R; —r)¥(r' —Ry)V(R; — R, + 1)+

+U(Ry— R+ )P (r' —R)V(Ry — ' +1)¥(r' — R))+

+0(r' —R)V(R, —R; +r)V(r' + R, — r)U(r' — Ry)]. (A.5)
Wyrazenie (A.5) otrzymano bezposrednio, stosujac wzor (A.3) odpowiednia liczbe
razy, zas w wyprowadzeniu (A.4) wykorzystano dodatkowo z twierdzenie Gaussa-
Greena-Ostrogradzkiego [24] do przerzucania operatora V2, wystepujecego w jed-
noczastkowym sktadniku hamiltonianu w reprezentacji pierwszego kwantowa-

nia 7T'(r), z delty Diraca na catkowang funkcje, przy zalozeniu, ze ¥(r) maleje
odpowiednio szybko w nieskonczonosci.
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Jak tatwo zauwazy¢, prawa strona wzoru (A.4) zawiera operator rézniczkowy
V2, za$ we wzorze (A.5) pozostaje jedno catkowanie. Dlatego zrenormalizowane
réwnanie falowe (2.17) ma charakter rézniczkowo - catkowy.

Kolejnymi sktadnikami réwnania (2.17), ktére podamy tutaj w sposéb jawny,
sa macierze Jacobiego transformacji parametrow mikroskopowych hamiltonianu,
liczonych w bazie atomowej {W¥;(r)}, do bazy funkcji Wanniera {w;(r)}. Aby je
otrzyma¢, podstawimy najpierw ogdlne rozwinigcie funkcji Wanniera na funkcje
atomowe (2.16) do definicji t;; = (wi| T |w;), Vij = (wyw;| V |wiw;):

tig = > BirBijr (warl T lwyr) = Biar Byjrtinr, (A.6)
/[:/j/

,L'/jl
Vz‘jkl = Z ﬁii’ﬁjj’ﬁkk’ﬁll’ <wi’wj/| V \wk/wl/> = Z @i/ﬁjj’ﬁkk/ﬁll/wjfkq/- (A-7)
i GTRT i3k
Stad odczytujemy:
0t,~j

Ohey 0

OVijki

Vo B Bjj Brw B (A.8)
i’

Szczegolne przypadki, w ktorych mozemy wykonaé jawnie cze$¢ sumowan we wzo-
rach (A.6-A.7) zastaly oméwione w Rozdziatach 3-5. Uogdlnienie na uktad linio-
wy z dwiema podsieciami, ktére trzeba wprowadzi¢ dla modelu z dimeryzacja,
przedstawiono w Rozdziale 6.
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B Atomowe jednostki energii

W pracy rozwazamy wylacznie uklady elektronéw w polu kulombowskim punk-
towych jonow sieci krystalicznej o tadunku +e kazdy. Jedno- i dwuczastkowy
skltadnik hamiltonianu w reprezentacji pierwszego kwantowania dla takiego uktadu,
zapisane w jednostkach Gaussa, maja posta¢ (odpowiednio):

62

T(r) = ——v2 Z |r — V(ry — 1) = (B.1)

2m lr; — o)’
gdzie{R,} sa polozeniami jonéw sieci.

Atomowymi jednostkami dlugosci i energii sa, odpowiednio, promien Bohra
i Rydberg, zdefiniowane nastepujaco:

2 e? me*

h
= — ~0.529 A E,=-—=—5~136eV=1Ry. B.2

W= e ’ 200  2h° ¢ Y (B:2)
Jednostki (B.2) wykorzystamy teraz do przeskalowania wielkosci wystepujacych
we wzorach (B.1):

r— — V2 — %VQ, E— —; (B.3)
ag ag E,
gdzie przez E oznaczono umownie wszystkie wielko$ci o wymiarze energii, zas
parametry ry, ro, R; skaluja si¢ tak samo jak r.
Podstawienie (B.3) prowadzi do przeksztalcenia jednoczastkowego sktadnika
hamiltonianu do postaci:

T(r) — — <Ejag> I (ao) Z |r . (B.4)

2m

za$ skltadnik dwuczastkowy transformuje sie podobnie jak potencjat sieci w sktad-
niku jednoczastkowym:

62

V(e —r2) — (%) (B.5)

1 — 12|
Po podstawieniu wzoréw (B.2) i prostych przeksztalceniach otrzymujemy, ostate-
cznie wyrazenia na sktadniki hamiltonianu w reprezentacji pierwszego kwantowa-
nia w jednostkach atomowych:

2

vy — 1o

2
— 2 _ - J— —
V Ej |I‘ _ R]| s V(I‘l I'Q) (B6)

W Rozdziatach 3-6 mozna znalezé rézne wersje wzoréw (B.6), dla poszczegélnych
geometrii sieci.
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C Parametry jednoczastkowe hamiltonianu w ba-
zie atomowe]

Podobnie jak w Uzupehlieniu B, rozwazamy tutaj uktad elektronéw w polu ku-
lombowskim nieruchomych, punktowych jonéw sieci o tadunku +e kazdy. Przed-
stawione ponizej rozumowanie dotyczy sieci jednowymiarowych z jonami w pozy-
cjach {R;}, w zasadzie bez dodatkowych zalozenl na temat symetrii sieci (jak
np. niezmienniczo$¢ translacyjna), uproszczenia wynikajace z symetrii zostang
kazdorazowo krétko omdwione.

Energia atomowa €, = (V;|T(r)|¥;), wyrazono w atomowych jednostkach
energii (por. Uzupelnienie B), wynosi:

2
o= (u o x2e)-
i
9 2 2
=ao’—2a+ ) |—— +exp(—2aRy) |20+ ; (C.1)
— | Ry R;;
e J J
gdzie wprowadzono oznaczenia: r; = |r — R;|, R;; = |R; — R}/, oraz wykonano

elementarne catkowania.

W ogdlnej sytuacji, wyrazenie (C.1) zalezy oczywisci od wezla sieci i, wzgledem
ktorego jest obliczane. Niezaleznosé¢ €, od i dla ukladéw rozwazanych w Roz-
dziatach 3-7 jest skutkiem symetrii poszcegdlny zagadnien. I tak, w przypadku
molekuty Hy (por. Rozdzial 3) réwnowaznosé weztéw wynika z symetrii wzgledem
odbicia przestrzennego, w przypadku tancuchéow z periodycznymi warunkami
brzegowymi (por. Rozdzialy 4, 5, 7) - niezmienniczosci wzgledem translacji o stalg
sieci R, za$ w przypadku tancucha z dimeryzacja (por. Rozdzial 6) - niezmien-
niczosci wzgledem translacji o 2R, oraz, niezaleznej od niej, symetrii odbiciowe;j.

Obliczymy teraz, w bazie atomowej {W;(r)}, i atomowych jednostkach energii
(por. Uzupehienie B), catke przeskoku (hoppingu) elektronu pomiedzy weztem
i-tym 1 j-tym sieci jonéw {Ry}:

gdzie zdefiniowano wielkosci:

_VQ_ZE

Tk

\I/J> = T0 — 2 ZTikja (CQ)
k

1
70 = (U] — V2 |¥,) = a?e (1 + aa — gazaz) , (C.3)

1 a’ elritrs)
Tz’kj = /d?"f’\p@“i)a\p(?“j) = ? /dgrirk ) <C4)

a takze, podobnie jak poprzednio, zmienne r; = [r—R;| (7, 7\ - analogicznie, por.
Rysunek C.1) oraz odleglosci weztéw a = R;; = |R;—R;|. Aby przeksztalci¢ catke
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Rysunek C.1: Definicje wielkos$ci geometrycznych wystepujacych przy obliczaniu
wkladu 7;;; do calki przeskoku (hoppingu) elektronu t;j pomiedzy i-tym a j-
tym weztem sieci, pochodzacego od kulombowskiej studni potencjalu wytworzone;j
przez k-ty jon sieci (por. opis w tekscie).

we wzorze (C.4), wprowadzimy wspéhrzedne sferoidalne 1 < A < oo oraz —1 <
i < 1, zdefiniowane wzorami:

7Ta3

aX =r; +r;, ap =r; —r;, d*r = T()\Q — p?)dMdy; (C.5)
co prowadzi do wyrazenia:
a? a
T = \/Z(V -1 —p?)+ ()\u§ — h), (C.6)

gdzie h jest wspéhrzadna z-owa srodka studni kulombowskiej wytworzonej przez
k-ty wezet sieci (por. Rysunek C.1). Calkowanie po zmiennej  mozemy wykonaé
analitycznie, otrzymujac:

Tikj = —a a / d\ exp(—aal) {[)\2 ( (2h/a)2) + b/Z} X

(2hA/a —1) — \/(2hA/a —1)2 + b
+
(2hA/a+1) = \/(2hAJa+ 1)> + b

x log

+(3hAa — 1/2)y/(2hNa+ 1)2 + b — (3hA/a + 1/2)\/(2hAja — 1) + b} ,
(C.7)
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gdzie, dla skrocenia zapisu, zdefiniowano:
b=(\*=1)[1 - (2h/a)*]. (C.8)

Calka zapisana wzorami szczegolnie si¢ upraszcza, gdy k = ¢ lub k = j, czyli
h = 4a/2. Woéwczas, po wykonaniu prostych przej$¢ granicznych w funkcji
podcatkowej, otrzymujemy:

Tijk = a’a? /Oo dM\e % = ae”“(aa+1). (C.9)
1

Podstawienie wzoru (C.9) do (C.2) oraz polozenie a = R pozwala latwo otrzymac
wyrazenie na calke przeskoku dla czasteczki Hy (3.20), stosowane réwniez do
lanicucha liniowego w przyblizeniu najblizszych sasiadéw (por. Rozdzialow 4).
W ogélnej sytuacji, catkowanie po A we wzorze (C.7) musimy wykonywaé
numerycznie. W tym celu nalezy dokonaé¢ podstawienia t = 1/A, aby calkowaé
po przedziale skonczynym 0 < ¢ < 1 oraz stosowa¢ metody ze mniennym krokiem
calkowania, poniewaz funkcja podcatkowa jest rozbiezna logarytmicznie w ¢t = 1.
W przypadku metody Simpsona [25] i doktadnosci numerycznej 1076 Ry, oblicze-
nie catki (C.7) wymagalo znalezienia wartosci funkcji podcatkowej dla 300 <+ 400
punktéw, co zajmowalo znikomo maly czas w poréwnaniu z potrzebnym do nu-
merycznego wyznaczenia energii stanu podstawowego (por. Uzupetienie D).
Obliczenia numeryczne mozna przyspieszy¢, korzystajac z symetrii poszcze-
gélnych zagadnien rozwazanych w Rozdzialach 5-7. Wzér (C.2) okresla N(N —
1)/2 calek hoppingu pomiedzy wszystkimi parami weztéw w sieci N - wezlowej.
W przypadku zagadnien translacyjnie niezmienniczych, jak tancuch liniowy z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi (por. Rozdzialy 5, 7), catka przeskoku zalezy
tylko od réznicy indekséw: t;; = t;_;, mamy zatem jedynie (N — N mod 2)/2
réznych catek. W przypadku tancucha z dimeryzacja (por. Rozdzial 6) liczba ta
jest dwa razy wieksza, gdyz warto$¢ hoppingu zalezy jeszcze od podsieci, do ktorej
nalezy wezel i-ty. Dodatkowa redukcje liczby catkowan numerycznych dostajemy,
we wszystkich przypadkach, po uwzglednieniu symetrii wyrazenia C.7 na 7;; przy
zamianie h — —h, oraz wzoru analitycznego (C.9) dla k =i oraz k = j.
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D Numeryczne wyznaczanie stanu podstawowe-
go metodami Scislej diagonalizacji

Zastosowana w tej pracy metoda wyznaczania stanu podstawowego ukladu sko-
relowanych elektronéw i jego charakterystyk nalezy do grupy metod $Scistej diago-
nalizacyi. W metodach tych bezposrednio konstruujemy macierz, bedaca reprezen-
tacja hamiltonianu w skoniczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta ukiadu, a na-
stepnie stosujemy do tej macierzy metody numeryczne algebry liniowej. Przyktad,
dla ktérego powyzszy schemat da sie zrealizowaé¢ analitycznie (molekuta Hy),
zostal przedstawiony w Rozdziale 3, tutaj przedstawimy kilka uwag dotyczacych
sytuacji ogolne;j.

Przede wszystkim, interesuje nas tutaj wylacznie stan podstawowy uktadu N,
elektronéw na sieci zawierajacej N weztéw, w modelu jednopasmowym. Pozwala
to na znaczna redukcje wymiaru przestrzeni Hilberta uktadu. Poniewaz oddzia-
lywania maja charakter dlugozasiegowy, mozemy zatozy¢, ze podstawowy jest
realizowany dla wypeklienia potdwkowego ukladu N, = N. Dalej, ze wzgledu
na symetrie wzgledem obrotow w przestrzeni spinu, wystarczy rozwazaé¢ pod-
przestrzen z minimalna wartoscia rzutu spinu na wybrana os kwantyzacji, tj.
Sz, = 0dla N parzystych lub S7, = 1/2 dla N nieparzystych, co odpowiada licz-
bie elektronéw ze spinem w goére Ny = [N, /2], gdzie [x] oznacza czg$é catkowita
liczby x. Z prostych rozwazan kombinatorycznych dostajemy wymiary przestrzeni
Hilberta Hy, Hy, Hs, dla poszczegdlnych przypadkdéw:

H,=H{N,N,=0.2N,N; =0..N.}, dim H, = 4"; (D.1)

Hy=H{N,N, = N,N; =0.N,},  dimHy— ( o ) : (D.2)
N, N o\

ngH{N,Ne:N,NT:[f}}, dimH3:<[N/2]> ; (D.3)

gdzie wprowadzono symboliczne oznaczenie H {N, N, N4+} dla przestrzeni Hil-
berta uktadu N weztowego, zawierajacego N, elektronéw, z ktérych Ny ma spin
w gore. Przyktadowe wartosci liczbowe zebrano w Tabeli D.1. Dla najwigkszych
rozwazanych w tej pracy ukladéw, liczacych N = 8 = 10 atomoéw, opisana re-
dukcja wymiaru przestrzeni Hilberta zadecydowata o mozliwosci ich badania
numerycznego (obliczenia prowadzono na komputerze typu PC z procesorem
Pentium oraz DEC Alpha). Réwnocze$nie mozna pokazaé, ze dalsza redukcja
wymiaru, zwiazana z symetria wzgledem translacji o wezel sieci, nie bedzie juz
wplywac na czas obliczen ani ilos¢ potrzebnej pamieci. Powrdcimy do tego prob-
lemu ponizej, po wprowadzeniu bazy przestrzeni Hilberta.

Wektory bazowe przestrzeni Hilberta rozwazanych tutaj uktadéw wieloczast-
kowych zapisujemy w reprezentacji liczb obsadzen.

V) = |n1g, ooy MNE, Ny, -y TN - (D.4)
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Tabela D.1: Redukcja pelnego wymiaru przestrzeni Hilberta uktadu elektronow
na sieci N-weztowej (dim H;) po zalozeniu wypekienia potéwkowego N, = N
(dim Hj) oraz minimalnej wartosci rzutu spinu catkowitego na wybrang os kwan-
tyzacji S7, = 0 dla N parzystych, S7, = 1/2 dla N nieparzystych (dim Hs).

2 16 6 4 4.00
4 256 70 36 7.11
6 4096 924 400 10.02
8 65536 | 12870 4900 13.37
10 | 1048576 | 184756 | 63504 16.51

Jest to szczegdlnie wygodna forma do przechowywania w pamieci komputera.
Dziatanie operatoréw kreacji i anihilacji na wektory postaci (D.4) definiujemy
standardowo:

al | nig, ) = (=1)Yio (1= nip) |y nig + 1, (D.5)

Qi |---7ni07 > = (—1)””7%0 ‘...77’1,1'0 - 17 > y (D6)

gdzie v, jest liczba elektronéw w stanach poprzedzajacych io, oraz, dla uprosz-
czenia zapisu przyjeto konwencje 0 |...) = 0, réwniez jezeli zapis |...) nie ma sensu
wektora w reprezentacji Focka.

Definicje (D.5-D.6) pozwalaja juz w sposéb jednoznaczny skonstruowaé re-
prezentacje macierzowa kazdego z rozwazanych w tej pracy hamiltonianéw (por.
Rozdzialy 3-6): musimy po prostu obliczyé elementy (u|H |v) dla wszystkich
wektoréw |u) ,|v) € Hs (D.3). Mozemy oczywiscie bezposrednio zadziataé ope-
ratorem ‘H na kazdy sposréd dim Hz wektoréw |v) a nastepnie zrzutowaé kazdy
z wynikéw na dim H3 wektoréw |u). Nie jest to jednak metoda zadowalajaca,
z uwagi na koniecznos¢ wykonania ~ (dim H3)2 operacji (por. Tabela D.1).
W praktyce, wektory bazowe |v) sa uporzadkowane w kolejnosci leksykograficzne;j
(jako ciagi kombinacji) dzigki czemu, dzialajac na kazdy z nich kolejnymi sktad-
nikami operatora H od razu identyfikujemy wyniki dzialania jako odpowiednie
wektory bazowe |u) (lub wektor zerowy). Wykonujemy zatem dokladnie tyle
operacji, ile jest niezerowych elementéw (u|H |v).

Podobna liczbe operacji wykonujemy pozniej, szukajac stanu podstawowego,
przy kazdorazowym obliczaniu $rednich (z,| H |z, ), gdzie |z,) jest przyblizeniem
stanu podstawowego w n-tym kroku. W przypadku modelu rozszerzonego (por.
Rozdziat 5, uwaga dotyczy réwniez przypadku z dimeryzacja, por. Rozdzial 6)
jest to liczba rzedu ~ N2 dim Hs. Aby skorzystaé z symetrii wzgledem operacji R
dyskretnej translacji przestrzennej o wezetl tancucha, musimy wprowadzi¢ za Ni-
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shino [12], baze wektoréw wlasnych operatora R:

J R 21k
lu; k) = Nz > exp (z N ) R’ |u), (D.7)
j

=0

do wartosci wlasnych, odpowiednio: exp (z%), k =0,..,N —1. Mozemy
wowczas rozwazaé problem w N niezaleznych podprzestrzeniach, o wymiarze ~
dim H3/N kazda. Mamy jednak dodatkowe sumowanie po j, zatem liczba nieze-
rowych elemntow w hamiltonianie dla kazdej z podprzestrzeni wzro$nie o czynnik
~ N, zatem efektywnie nic nie zyskujemy. Powyzsza uwaga dotyczy oczywiscie
wylacznie sytuacji, gdy interesuje nas tylko stan podstawowy uktadu. W przy-
padku koniecznosci obliczania stanéw wzbudzonych, redukcja wymiaru ma zwykle
zasadnicze znaczenie dla efektywnosci metody, pomimo, ze liczba niezerowych
elementéw hamiltonianu jako calodci pozostaje stata [12]. Wobec powyzszych
uwag, w obliczeniach wykonywanych w ramach tej pracy nie korzystano z symetrii
wzgledem translacji dyskretnych R.

Opisana konstrukcja reprezentacji macierzowej hamiltonianu pozwala spro-
wadzi¢ problem jego diagonalizacji do zagadnienie wartosci wlasnych, nalezacego
do algebry liniowej. Istnieje szereg metod numerycznych dla tej klasy zagad-
nien. W przypadku, gdy interesuja nas wszystkie wartosci wlasne i wektory
wlasne, szczegdlnie efektywne sa metody QL i QR [26], jednak taka sytuacja
ma miejsce niezwykle rzadko w przypadku ukladéw skorelowanych elektrondow.
Zwykle fizyka uktadu jest zdeterminowana przez ~ 10% wektoréw wlasnych o naj-
nizszych energiach witasnych. W takich sytuacjach powszechnie stosowana jest
metoda Lanczosa [27]. Metoda ta szczegélnie sie upraszcza, przybierajac forme
rozwiniecia w kumulanty [12], w przypadku, gdy interesuje nas wylacznie stan
podstawowy uktadu, jak ma to miejsce w tej pracy. Rzad rozwiniecia musi
by¢ przy tym na tyle wysoki, aby ostatnia poprawka nie przekraczata z gory
zalozonego bledu numerycznego, ktéry w tej pracy wynosit typowo 1076 Ry.
W praktyce, dla uktadow liczacych N = 6 =+ 10 atomoéw oznaczato to koniecznosé
uwzglednienia 10% + 103 wyrazéw rozwiniecia w obszarze silnych korelacji elek-
tronowych R/ag = 2+ 3, dla wiekszych R lub malych N liczba ta szybko malata.

Ostatnim krokiem prowadzonych w ramach tej pracy obliczenn byla jedno-
lub dwuwymiarowa minimalizacja energii stanu podstawowego F¢, ze wzgledu
na parametr wariacyjny « funkcji atomowej typu 1s, lub « i stala sieci Ry w przy-
padku z dimeryzacja. Minimalizaje przeprowadzano z uzyciem odpowiednio,
jedno- lub dwuwymiarowej metody simplex [28], dokladnosé numeryczna na tym
poziomie wynosita typowo 10> Ry. W praktyce, konieczna do osiagniecia takiej
doktadnosci liczba powtérzen procedury konstrukcji reprezentacji macierzowej
hamiltonianu i wyznaczania energii stanu podstawowego (dla réznych wartosci
a lub a i Ry, rozwazanych w kolejnych krokach minimalizacji) wynosita 20 + 40
dla przypadku bez dimeryzacji i 100 < 200 dla przypadku z dimeryzacja.
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