Oddziaływania elektromagnetyczne w
formaliźmie szczególnej teorii względności

Skoro 6 składowych pól wyraża się przez 4 składowe potencjałów, zaczynamy od nich i zakładamy, że poprawne uogólnienie skalara ( i wektora 

 to 4-wektor 

; wtedy wybór cechowania Lorentza ma postać 

 i jest jawnie niezmienniczy. Wkład oddziaływania pola z ładunkiem do całki działania ma być skalarem liniowym w potencjale i różniczkach zmiennych, stąd



 .

Stała, jak zaraz zobaczymy, gwarantuje dobrą granicę małych prędkości. Zmieniając zmienną całkowania mamy



zatem 



 Dla małych prędkości (pomijając stałą mc2) mamy 

.

Równania Eulera-Lagrange’a dają



, czyli




Otrzymaliśmy znany wzór na siłę Lorentza przy zwykłych definicjach pól. Definicje te dają się zapisać współzmienniczo, jeśli składowe pól to składowe tensora F(( (drugiego rzędu, antysymetrycznego):

F(( =((A( -((A( ;  F0i =Ei, Fik =(iklBl .

Uzupełniając równania ruchu wynikającym zeń wzorem na pochodną energii kinetycznej 


i wykorzystując definicję tensora pola możemy zapisać współzmienniczą wersję wzoru na siłę Lorentza (4-wektor siły-mocy)



.

Z tensorowego charakteru pól wynikają dość złożone prawa transformacji. Dla boostu z prędkością V=(c wzdłuż osi 0x otrzymamy:

Bx=Bx’ (jak dla iloczynu składowych poprzecznych);




(jak dla iloczynu składowej poprzecznej i czasowej lub podłużnej), oraz Ex=Ex’ (z dość skomplikowanej kompensacji wzorów dla iloczynu składowej czasowej i podłużnej).

Dla boostu w dowolnym kierunku stosowne wzory to

 


W szczególności wynika stąd, że jeśli w układzie K’ pole B’ znika, to w układzie K dane jest wzorem 

; podobnie jeśli w K’ znika E’, to w K mamy 

.

Prostszy wniosek to forma niezmienników. Z tensora F(( można łatwo utworzyć dwa:

F((F((=2(B2-E2), oraz ((((( F(( F((=-8

.

Definiując 

 otrzymujemy z definicji tensora 

; to jest współzmienniczy zapis jednorodnych równań Maxwella.

· Aby wyprowadzić niejednorodne równania, należy sprecyzować przyczynek do całki działania od samego pola Sf.

Przesłanki:

i) zasada superpozycji - równania pola winny być liniowe, więc działanie formą kwadratową w polach,

ii) fizyczność - winne dać się wyrazić przez pola, a nie potencjały,

iii) niezmienniczość Lorentzowska.

Wniosek: 

, stała dobrana tak, aby odtworzyć znane wzory. Niezmienniczy element całkowania d(=dVcdt.

Lagranżjan pola 

.

Pełne działanie przepiszemy po przejściu w członie oddziaływania od cząstek punktowych do ciągłego rozkładu ładunków

dedx(=(dVdtdx(/dt=j(d(.

Aby prawo zachowania ładunku było niezmiennicze, gęstość prądu musi być istotnie czterowektorem; wtedy



;

.

Teraz 


Żądamy, aby znikała wariacja działania wynikająca z wariacji pola przy ustalonych ładunkach i prądach



Ostatnia całka znika, bo pola w ( przestrzennej, a wariacje w ( czasowej znikają. Pierwsza całka musi znikać dla dowolnych wariacji, więc tożsamościowo równa zeru musi być funkcja podcałkowa



. 

To są niejednorodne równania Maxwella




 w postaci współzmienniczej.

Wynika stąd też postać (w cechowaniu Lorentza) współzmiennicza równania d’Alemberta



 EMBED Equation.2  
 .

Definiujemy funkcję Greena tego równania przez ((((D(x,x’)=(4(x-x’); 

w zmiennej z=x-x’ to  ((((D(z)=(4(z).

Rozwiązanie przez czterowymiarową transformatę Fouriera



daje po prostu 

. Stąd obliczamy 



gdzie 


Ostatnią całkę należy dodefiniować, aby usunąć osobliwość: w p-nie zespolonego k0 wybieramy kontur ( ponad biegunami na osi w +/-(, lub kontur p poniżej tych biegunów.

Dla ( przy z0<0 domykając kontur „do góry” na mocy twierdzenia o reziduach otrzymujemy zero; dla z0>0 domykamy kontur „w dół”  i otrzymujemy



, a stąd



gdzie 

. To jest opóźniona funkcja Greena; w zmiennych x, x’ mamy



.

Wybierając kontur p otrzymamy przedwczesną funkcję Greena:



.

Wyróżnienie składowej zerowej nie psuje niezmienniczości: korzystając z tożsamości




możemy zapisać




co jest już jawnie niezmiennicze (znak składowej czasowej nie zmienia się przy „właściwych” transformacjach Lorentza).

Potencjały można wyrazić przez obie funkcje Greena zależnie od warunków brzegowych:




Użyjemy pierwszego z tych wzorów (bez członu brzegowego) dla wyliczenia potencjału od pojedynczego ładunku punktowego - tzw.

· Potencjały Lienarda - Wiecherta
Prąd dla cząstki punktowej dany przez



.

Przy A(in=0 mamy stąd



.

Dla dowolnej trajektorii r(() przy fizycznej prędkości <c argument „delty Diraca” może się zerować tylko w 2 punktach, a tylko dla jednego z nich x0>r0(().  Używając znanego wzoru na ((f(x))  i podstawiając




otrzymamy 

,

gdzie (0 zdefiniowane jest przez warunki



.

To są „potencjały Lienarda-Wiecherta”. Treść fizyczną wzorów łatwiej zrozumieć w zapisie „niewspółzmienniczym”, w którym




Symbol „op” oznacza opóźnienie zgodne z definicją (0. Oczywiście dla małych prędkości dostajemy znane już wzory.

Tensor pola łatwiej znaleźć nie przez różniczkowanie nie końcowego, ale pierwotnego wzoru. Pochodna z ( daje (, a w połączeniu z obecną już we wzorze (, przyczynek tylko przy R=0. Zatem pochodna działa efektywnie tylko na argument (, co daje



Zatem



To wzór jak na A( przy zastąpieniu u( przez pochodną ułamka, więc tensor będzie równy



Wprowadzając znów niewspółzmienniczy zapis 

,

gdzie kropka oznacza d/dt otrzymamy (po dość żmudnym rachunku)



Ten wzór ma oczywistą interpretację: pierwszy człon to „pole prędkości”, maleje jak R-2 podobnie do pól statycznych; 

drugi człon to „pole przyspieszenia”, maleje jak R-1, odpowiada za promieniowanie.

Dla ruchu jednostajnego tylko pierwszy człon, wynik jak z transformacji Lorentza pól statycznych. We współzmienniczym zapisie ma on postać




Dla niezerowego przyspieszenia, ale małych prędkości i dużych R  dominujący człon to



, a skoro 

, to



Jest to znany wzór Larmora na stratę energii w ruchu „NR”. Postać dla dużych prędkości łatwo zgadnąć, skoro ma to być niezmiennik



Dla przyspieszenia wzdłuż prędkości drugi człon znika, pierwszy można zapisać jako



, więc stosunek mocy traconej na promieniowanie do mocy zyskiwanej przez przyspieszenie to



.

Nawet dla elektronów i ogromnych przyrostów energii dE/dx rzędu GeV/m to b. mała liczba - nie ma praktycznych ograniczeń dla akceleratorów liniowych!

Zupełnie inaczej jest dla przyspieszenia prostopadłego do prędkości (ruch po okręgu): wtedy 




i strata energii na jeden obieg dana jest  przez (ostatnie liczby dla elektronów)



Zatem już dla dziesiątek GeV konieczne wielokilometrowe promienie orbit, aby strata nie uniemożliwiła akceleracji - dzisiejszy LEPII to praktyczny kres możliwości!
· Relatywistyczny efekt Dopplera
Faza pola ( musi być niezmiennikiem (bo określa niezależną od układu liczbę maksimów w ciągu falowym).

W teorii Galileusza mieliśmy 




, więc

 

.

To musi być prawdą dla każdego 

, więc



.

W STW niezmienniczość fazy




otrzymamy po prostu gdy 

 tworzą czterowektor. Mamy wtedy (przy 

 oznaczającym prędkość układu K’ w K, a (  kąt między tą prędkością i kierunkiem fali)



czyli  (‘=(((1-(cos(), 

.

Dla prędkości bliskich c ten ostatni wzór upraszcza się do 

.

Dla kątów bliskich zeru częstość zawsze się zmniejsza, bo 

 - to jest tzw. przesunięcie ku podczerwieni widma „uciekających” źródeł. Hubble odkrył, że tak jest dla odległych galaktyk, przy czym „prędkość ucieczki” jest proporcjonalna do odległości V=HR (H to „stała Hubble’a równa 50 - 100 km/s/Mp). To stało się podstawą współczesnej kosmologii, a w szczególności tzw. modelu „Big-Bangu”, czyli Wielkiego Wybuchu.

Dla małych prędkości w przybliżeniu mamy 

(‘=((1-V/c), jak wynikało z transformacji Galileusza.

Nowy „poprzeczny efekt Dopplera”: dla ruchu pod kątem prostym do kierunku fali obserwowana częstość mnoży się przez czynnik (>1 niezależnie od kierunku (przy transformacji Galileusza w kierunku prostopadłym częstość nie zmieniała się).

Precyzyjne wyznaczanie np. w efekcie Moessbauera struktury subtelnej.

· Promieniowanie Czerenkowa

  Tradycyjny opis: dla źródła poruszającego się szybciej od prędkości wysyłanej fali przy pewnym kącie między oboma prędkościami (C obserwujemy równocześnie fale wysyłane z całego odcinka ruchu (patrz schemat); cos(C=c/Vn. Analogia z „naddźwiękowym grzmotem”. 

    Kłopot: skąd promieniowanie w ruchu jednostajnym? Ogólnikowe tłumaczenie: w materii ruch cząstki naładowanej zawsze zaburzony przez cząstki materii.

   Lepszy opis klasyczny: polaryzacja ośrodka przez pole poruszającej się cząstki pozwala w przybliżeniu harmonicznym obliczyć energię przekazywaną do ośrodka poza walcem o promieniu a jako



gdzie 

.

Dla 

 to się upraszcza do



, więc przy urojonych ( (co odpowiada warunkom emisji promieniowania Czerenkowa) energia przestaje być tłumiona. Ściśle mówiąc, energia przestaje w ogóle zależeć od a, jak należało oczekiwać dla promieniowania (pole maleje jak odwrotność a, strumień energii jak kwadrat, a pole  powierzchni rośnie jak kwadrat - pełna kompensacja).

    W tym podejściu otrzymujemy gratis widmo częstości (funkcja podcałkowa). Z góry było wiadomo, że będzie obcięcie dużych częstości (bo wtedy (, n < 1); czynnik ( preferuje najwyższe możliwe częstości - niebieskie, ultrafiolet (rola absorpcji!). Ważne w fizyce cząstek: gazowe dla skrajnych energii (np. kosmiczne), progowe do veta lub rozróżnienia e/(/K, widma z pomiaru promienia przecięcia stożka z detektorem („RICH”).

   Uwaga: nawet w próżni zasada „promieniowanie tylko z przyspieszenia” ważna tylko dla ruchu (, każda granica ośrodków też wywołuje „promieniowanie przejścia”, ale to już lepiej kwantowo.

Spin w STW

Generatory grupy Lorentza spełniają relacje komutacji
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Z ostatniej relacji wynika precesja Thomasa. 

1926 Goudsmit i Uhlenbeck:

spin elektronu (wewnętrzny moment pędu) o możliwych wartościach rzutu (h/2).

 Stern-Gerlach, anomalny efekt Zeemana itd. OK., jeśli związek między momentem magnetycznym i spinem inny niż dla „zwykłych” momentów pędu: czynnik g we wzorze
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jest równy 2, a nie 1.

Jednak wtedy rozszczepienie subtelne 2 razy za duże (paradoks spinowy):

W układzie spoczynkowym e (K’) równanie ruchu to


[image: image2.wmf]'

B

dt

s

d

r

r

r

´

=

m

.

W przybliżeniu 0(v/c) mamy
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Zatem energia oddziaływania spinu z polem to
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Skoro w atomie 
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gdzie 
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. To daje dwa razy za duże oddziaływanie spin-orbita!

Przyczyna wg. Thomasa to zaniedbanie obrotu układu. Poprawny wzór wyjściowy to 
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gdzie precesja Thomasa o częstości T jest wynikiem ruchu przyspieszonego e w polach. Od chwili początkowej kolejne układy spoczynkowe otrzymujemy z boostów. Związek współrzędnych w chwili t i t+t, gdy prędkość zmienia się infinitezymalnie, można zapisać (po dość żmudnych przekształceniach) macierzą
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W wiodącym rzędzie to 
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gdzie 
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, to boost z prędkością 
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Zatem boost do układu w chwili t+dt wyrażamy przez boost do układu w chwili t, a potem infinitezymalny boost i obrót jw. Jeśli kolejne układy spoczynkowe chcemy wyrażać tylko przez boosty, to konieczne jest wprowadzenie precesji Thomasa z częstością
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W atomie przyspieszenie pochodzi od radialnego pola Coulomba V(r), więc
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i wzór na energię po poprawce ma postać
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co dla g=2 jest zgodne z doświadczeniem.
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Bardziej „elegancko” można podać jawnie współzmienniczy wzór na ruch spinu w polu elektromagnetycznym (i...) (Bargmann, Michel, Telegdi) definiując czterowektor spinu (Pauliego-Lubańskiego). Ogólnie momenty pędu to tensory antysymetryczne 2 rzędu, a wektor wyraża się przez czteroprędkość i tensor
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W układzie spoczynkowym ten czterowektor ma zerową składową czasową, a przestrzenne takie jak „NR” moment pędu. Zgodnie z wzorami Lorentza to oznacza w dowolnym układzie warunek
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Zatem składowe „NR” spinu i czterowektora wiążą wzory
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 Równanie współzmiennicze winno dać wzór na dS/d. Po prawej stronie musi być czterowektor zbudowany  ze spinu, tensora pola, czteroprędkości i czteroprzyspieszenia.

 Najprostsze możliwości to


[image: image21.wmf]t

b

b

a

g

bg

b

a

b

ab

d

du

S

u

u

F

S

u

S

F

/

,

,


(inne znikają, wyrażają się przez powyższe, albo nie są liniowe w spinie i polu). Zatem
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 Z (*) wynika 
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Jeśli to równanie ma być ważne nie tylko dla pól elm., to oba człony muszą znikać, więc A1=A2, A3=1. Jeśli w granicy v<<c mamy dostać oryginalne równanie z układu spoczynkowego,  A1= ge/2mc. Zatem ogólne równanie ma postać
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Dla pól elektromagnetycznych, gdy 
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co nazywamy równaniem BMT (Bargmanna, Michela i Telegdiego).
Prawo zachowania energii i pędu

w klasycznej relatywistycznej teorii pola

Hamiltonian w „NR” mechanice
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Przy transformacjach Lorentza energia jest „0-wą” składową 4-wektora. Zatem gęstość hamiltonianu H zdefiniowana wzorem
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zatem uogólnienie daje wzór na tensor gęstości energii-pędu
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Dla swobodnego pola elektromagnetycznego 
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Stąd np. 
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(bo składowe z diwergencją znikają przy całkowaniu po całej przestrzeni, jeśli pola znikają w nieskończoności).

Udowodnimy ogólnie, że 
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 i że to oznacza zachowanie energii i pędu.
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Stąd 


a skoro drugi człon znika jako całka z diwergencji, oznacza to znikanie pochodnych czasowych z energii i pędu, przy czym są to pochodne zwykłe (bo całki mogą zależeć już tylko od jednej zmiennej)



,

czyli energia i pęd są zachowane.

   Zdefiniowany wyżej tensor energii-pędu T(( zwany „kanonicznym” nie wyraża się wyłącznie przez gęstości energii u i pędu gi (oraz tensor napięć Maxwella), nie jest też symetryczny ani niezmienniczy względem wyboru cechowania. Można go jednak zastąpić tensorem, który jest symetryczny, niezmienniczy, a przy tym bezśladowy.

Przekształcamy



.

Ostatni człon oznaczamy -TD(( . Wtedy



(bo drugi człon jest zerem dla pól swobodnych) i 

. Wynika stąd, że po pierwsze 

, a po drugie 

. Zatem prawa zachowania dla T(( dają identyczne prawa zachowania dla 

. Tak zdefiniowany tensor
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ma wszystkie żądane własności.

Jego składowe to 
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, gdzie TM to 3D tensor napięć Maxwella. 

Teraz 
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 to różniczkowe prawa zachowania:
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Dla oddziaływania prądów i pól w gęstości Lagrange’a dodatkowy człon 
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, równania Maxwella są niejednorodne.  Definując tensor jak wyżej otrzymujemy
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czyli diwergencja tensora energii-pędu jest równa gęstości uogólnionej siły Lorentza. Dla (=0 mamy 
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W szczególności, dla cząstki punktowej odtwarzamy znane już wzory.

Lista zagadnień na egzamin ustny z elektrodynamiki „małej”

I. Powtórzenie wybranych zagadnień z „Podstaw fizyki”
1. Relacje między składowymi pól na granicy ośrodków.

2. Formalne rozwiązanie równań elektrostatyki w próżni.

3. Warunki brzegowe i jednoznaczność rozwiązań równań elektrostatyki.

4. Rozwinięcie multipolowe dla zlokalizowanego rozkładu ładunków.

5. Równania elektrostatyki w dielektrykach.

6. Stała dielektryczna w prostym modelu materii.

7. Równania magnetostatyki.

8. Równania Maxwella i potencjały: wybór cechowania.

9. Funkcja Greena równania d’Alemberta.

10. Energia pola i prawo zachowania: wektor Poyntinga.

11. Pęd pola, ciśnienie promieniowania.

12. Rozwiązania falowe w próżni bez ładunków i prądów.

13. Fale w dielektrykach jednorodnych: model, przykład wody.

14. Odbicie i załamanie fal na granicy ośrodków.

15. Dyspersja fal elektromagnetycznych: definicje, prędkość fazowa i grupowa

II. Podstawy szczególnej teorii względności

1. Transformacja Lorentza w 1+1 wymiarach.

2. Klasyfikacja obiektów w/g praw transformacji.

3. Relatywistyczne skrócenie długości i wydłużenie czasu.

4. Dodawanie prędkości.

5. Ogólna postać transformacji Lorentza.

6. Relatywistyczna mechanika cząstki swobodnej:

a) funkcja Lagrange’a i równanie Eulera-Lagrange’a

b) energia i pęd, prawa zachowania.

III. Relatywistyczny zapis elektrodynamiki klasycznej

1. Ruch cząstki punktowej w zadanym polu.

2. Prawa transformacji pól i niezmienniki.

3. Działanie pola i wyprowadzenie równań Maxwella.

4. Równanie d’Alemberta i jego funkcje Greena.

5. Potencjały Lienarda-Wiecherta.

6. Pola „prędkości” i „przyspieszenia” ładunku punktowego.

7. Straty energii w ruchu liniowym i w ruchu po okręgu.

8. Relatywistyczny efekt Dopplera

9. Efekt Czerenkowa.

10. Kanoniczny tensor energii-pędu pola elektromagnetycznego.

11. Prawo zachowania energii i pędu, tensor symetryczny.

12. Spin w STW

� EMBED Equation.3  ���
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