3. Szczególna teoria względności

· Podstawowe założenia i zapis

Niezależność od układu prędkości światła
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 oznacza, że „kwadrat interwału czasoprzestrzennego”
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 pozostaje równy zeru w każdym układzie, jeśli jest równy zeru w jednym. W szczególności, jest to prawdą dla odległości od początku układu. Zatem transformacja może najwyżej mnożyć przez stałą
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, a skoro złożenie transformacji i transformacji odwrotnej musi dać tożsamość, (=1.

Zatem poprawna transformacja przy zmianie układu musi zachować całe wyrażenie c2t2-x2-y2-z2.  To oczywiście OK dla obrotów, ale nie dla „transformacji Galileusza” do układu poruszającego się wzdłuż osi x z prędkością V: t’=t, x’=x-Vt. Ograniczając się nadal do ruchu w kierunku x widzimy, że  taka transformacja „boostu w kierunku osi x” musi mieć postać
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 („obrót urojony”).

Aby dla małych 
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 odtworzyć transformację Galileusza, należy wybrać 
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, co redukuje się przy małych ( do t’=t, x’=x-Vt.

Transformacja odwrotna - zmiana znaku (.

Dla ruchu z prędkością w dowolnym kierunku te wzory przechodzą we wzory dla czasu oraz składowych 
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 w kierunku 
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 i w kierunkach prostopadłych
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Wielkości o 4 składowych transformujących się jak 
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nazywamy 4-wektorami 
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Niezmiennikami są „kwadraty 4-wektorów” 
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, ale i „iloczyny skalarne”
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· Nowe efekty w STW:

i) skrócenie Lorentza-FitzGeralda:

Rozważmy pręt spoczywający w układzie K z końcami na osi x w punktach x1, x2>x1, więc o długości l0=x2-x1. Definiując długość l w układzie K’ poruszającym się wzdłuż tej osi z prędkością V względem K jako x2’-x1’ przy t2’=t1’=t’ i wyrażając x1, x2 przez nie


[image: image17.wmf] otrzymujemy 

l0=(l. Zatem w dowolnym układzie, w którym pręt porusza się z prędkością V mamy 
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To jest właśnie „skrócenie relatywistyczne” (uwaga: termin wyjątkowo nietrafny, bo fizyka Newtona też była „relatywistyczna”, choć względem transformacji Galileusza - ale pewnie tej zwyczajowej nazwy nic już nie zmieni...).

Identyczny wzór dla objętości (bo wymiary poprzeczne nie zależą od wyboru układu).

ii) Lorentzowskie wydłużenie czasu:

Dla zegara spoczywającego w K (x2=x1) analogiczne porównanie (t=t2-t1 i (t’=t2’-t1’ daje 
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. Zatem w układzie, w którym zegar się porusza, upływa mniej czasu - zegar poruszający się idzie wolniej, niż nieruchomy! To nie paradoks, bo dla porównania wskazań w „tej samej chwili” należy zegary umieścić „obok siebie”, a powrót wymaga ruchu nieinercjalnego. Zatem „paradoks bliźniąt” nie jest żadnym paradoksem. Skoro dla dowolnego ruchu opisanego przez V(t) mamy 
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, zegar, który odbył podróż po drodze zamkniętej z dużymi prędkościami naprawdę wskaże mniejszy upływ czasu, niż spoczywający. Sprawdzono to na samolotach krążących wokół Ziemi. 

Znacznie efektowniejszy przykład: lot cząstek niestabilnych, np. mionów. Ich „spoczynkowy czas życia” (półokres rozpadu) to około 2*10-6s, więc bez Lorentzowskiego wydłużenia czasu mogłyby przed rozpadem przelecieć zaledwie 600m, nawet lecąc z prędkością światła.

 Tymczasem powstające w górnych warstwach atmosfery miony z oddziaływań i rozpadów hadronów w każdej sekundzie przelatują przez nas!

iii) „Relatywistyczne dodawanie prędkości”

Definiując w zwykły sposób składowe vi=dxi/dt, v’i=dx’i/dt’ i traktując pochodne jak ilorazy otrzymamy dla transformacji do układu poruszającego się z prędkością V w kierunku osi x wzory
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Dla najprostszego przypadku, gdy 
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, co dla małych prędkości odtwarza „zwykłe” algebraiczne dodawanie a dla v’ lub V dążącego do c daje dla v też c.

· Zapis matematyczny 4-wektorów (ogólniej 4-tensorów), składowe kontra- i kowariantne:

x(=(ct,x1,x2,x3)=(x0,x1,x2,x3) i inne wielkości 4-składnikowe o tym samym prawie transformacyjnym (np. dx() - czterowektory kontrawariantne. Skalar 
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. Są jednak i inne wielkości 4-składnikowe, (np. 4-gradient 
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), które transformują się inaczej - 4-wektory kowariantne. Oczywiście możemy napisać
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(konwencja Einsteina - powtarzanie wskaźnika oznacza sumę po nim).

„Kwadrat 4-wektora” można zapisać jako 
[image: image27.wmf]A
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, jeśli 4-wektor kowariantny dostajemy z kontrawariantnego przez zmianę znaku składowych przestrzennych: 
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Ogólnie niezmienniczy „iloczyn skalarny” to suma iloczynów składowych 4-wektora kontra- i kowariantnego („zwężenie wskaźników”)
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Tensor kontrawariantny drugiego rzędu T((  to wielkość 16-składnikowa transformująca się jak iloczyny składowych dwu 4-wektorów A(B(. Wyróżniamy tensory symetryczne (T((=T(() i antysymetryczne (T((=-T((); podobnie można zdefiniować tensory kowariantne T(( i mieszane T(( lub T(( (te dwa ostatnie identyczne dla symetrycznych).

Niezmienniki to zawsze wynik zwężenia tej samej liczby wskaźników kowariantnych i kontrawariantnych, np T((, T(( T((, T((A(B( . 

Ogólnie zwężenie obniża rząd tensora o 2. Związek tensora kontra- i kowariantnego można zapisać jako wynik zwężenia z niezmienniczym tensorem metrycznym g((, którego składowe można zapisać jako tablicę o zerach poza diagonalą,  1, -1, -1,  -1 na diagonali (składowe kowariantne są takie same): A(=g((A( itp. - „podnoszenie” lub „opuszczanie” wskaźników. Ten zapis wyjaśnia związek formalizmu z teorią „przestrzeni Minkowskiego” o właśnie takiej metryce (dla przestrzeni Euklidesa na diagonali są same jedynki).

· Postać ogólnej transformacji Lorentza najłatwiej znaleźć w zapisie macierzowym
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W tym zapisie iloczyn skalarny ma postać
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Do opisu transformacji Lorentza szukamy macierzy A takich, że X’=AX, przy czym

XT’gX’=XTgX, zatem ATgA=g.

St¹d det ATgA=detg(detA)2=detg, detA=+/-1.

Te dwie klasy to: 

i) „właściwe transformacje Lorentza”,  

ii)„transformacje z odbiciami”, które można otrzymać z pierwszych złożonych z odbiciem - zmianą znaku jednej lub trzech osi. Dalej tylko te pierwsze.

Skoro g symetryczne, 6 z 16 równań zależne i macierz A ma 6 swobodnych parametrów. 

Przedstawiając A=eL (w sensie rozwinięcia w szereg potęgowy macierzy) znajdujemy warunki na L:

det A = det eL = e Tr L (bo wyznacznik nie zmienia się przy diagonalizacji) - Tr L = 0.

Skoro g2 = 1, równanie macierzowe można przepisać jako gATg = A-1, a skoro 
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to gLTg =L, (gL)T = -gL,

czyli gL jest macierzą antysymetryczną
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To można sparametryzować jako 
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 używając macierzy Si, Ki, dla których tylko dwa elementy są różne od zera:
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Macierze Si to generatory obrotów wokół osi i; analogicznie Ki to generatory „obrotów urojonych” czyli boostów wzdłuż tych osi. Kwadraty tych wszystkich macierzy są diagonalne i mają też po dwa elementy niezerowe (równe -1 dla (Si)2, a 1 dla (Ki)2). Zatem dla dowolnego wektora 
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Pozwala to łatwo znaleźć 
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 w szczególnie prostych przypadkach. Np. dla
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 („boost” w kierunku osi 1): 
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gdzie 1 oznacza macierz jednostkową. To odtwarza dokładnie podane już wzory z (=(. Dla 
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 (obrót wokół osi 1):
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, co znów daje zwykłe wzory obrotów. Inne transformacje można złożyć, pamiętając o roli kolejności - generatory nie komutują:

[Si,Sj] = (ijkSk; [Si,Kj] = (ijkKk; [Ki,Kj]=- (ijkSk
Te relacje definiują grupę SO(3,1) (pierwsza definiowała SO(3), „zwykłe” obroty).

· Szczególnie ciekawa jest interpretacja ostatniej relacji: złożenia dwu boostów w różnych kierunkach w różnej kolejności różnią się o obrót. Skutek: np. precesja Thomasa (1927) -  ciąg boostów odpowiadający obiegowi okręgu aż do pierwotnego układu daje obrót, więc wewnętrzny moment pędu (spin) w ruchu w polu magnetycznym doznaje mniejszej precesji („czynnik żyromagnetyczny” jest mniejszy) niż oczekiwano.
· Elementy mechaniki relatywistycznej
Postać równań ruchu swobodnej cząstki punktowej można wyprowadzić z zasady najmniejszego działania: całka działania musi być skalarem, najprostsza forma to
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Równania Eulera-Lagrange’a to oczywiście
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, co oznacza zachowanie pędu 
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Skoro energia dana jest wzorem

 
[image: image49.wmf]E
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, mamy: 

i) energię spoczynkową mc2,

ii) granicę małych prędkości mc2 + mv2/2,

iii) związek energii i pędu E2 = p2c2 +m2c4.

Skoro 4-wektorem jest „4-prędkość”
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, to jest nim też „4-pęd” 
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Wzory transformacyjne jak dla x, t, w procesach „zamiana masy na energię” (rozpady) i odwrotnie (kreacja cząstek w zderzeniach) - na ćwiczenia.
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