· Pola zmienne w czasie - r. Maxwella
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· Potencjały i równania na potencjały (w próżni) 
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Niezmienniczość cechowania (gauge):
pola nie zmieniają się przy transformacji
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Można wybrać ( tak, aby spełnić warunek Lorentza: 
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. To definicja potencjałów w cechowaniu Lorentza; wtedy otrzymujemy
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czyli r. d’Alemberta dla potencjałów.

Uwaga: jeśli pierwotnie 
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to dla potencjałów po przecechowaniu warunek Lorentza będzie spełniony, jeśli
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. To równanie ma nieskończenie wiele rozwiązań; dopuszczalne dodanie do ( dowolnego ( spełniającego 
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; cechowanie Lorentza nadal niejednoznaczne.

Inne cechowanie: Coulomba 

(poprzeczne, promieniowania)
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więc 
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(czyli dostaliśmy „Coulombowski potencjał natychmiastowy”), ale  
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Oczywiście dla ostatniego członu rotacja znika (bo to gradient). Okazuje się, że prawa strona to  
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To podział na część bezwirową (podłużną) i bezźródłową (poprzeczną).

Dowód: i) 
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ii) 
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Zatem 
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(w pierwszym wzorze przecałkowano przez części).

Z równania ciągłości licząc 
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, użyteczne do dyskusji promieniowania.


[image: image20.wmf]
· Funkcja Greena dla r. d’Alemberta
Przez 1-wymiarową transformatę Fouriera
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 (podobnie f)
równanie 
[image: image22.wmf]Ñ

-

=

-

2

2

2

2

1

4

y

¶

y

¶

p

(

,

)

(

,

)

r

r

x

t

c

t

f

x

t


przechodzi w równanie Helmholtza
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Uwaga: to było w próżni; w materii ogólnie inny związek k=k((). Dla k(0 r. Poissona.

F. Greena r. Helmholtza spełnia z definicji

równanie 
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winna zależeć tylko od 
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Dla R(0, skończonego k 
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. Aby to się zgodziło z f. Greena r. Poissona, winno być A+B=1. Zatem ogólna postać
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gdzie A, B wynikają z czasowych warunków brzegowych. To widać z wzoru na f. Greena r. d’Alemberta, spełniającą z definicji
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. Przez 1-wymiarową transformację Fouriera funkcja G(R,() winna spełniać równanie Helmholtza z prawą stroną równą 
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Dla próżni k=(/c, całka trywialna, wynik
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Zatem + oznacza opóźnioną f. Greena, zgodną z przyczynowością: działanie źródła w p. x’ w czasie t’ daje efekt  w x w czasie późniejszym o R/c. Przedwczesna f. Greena też użyteczna! Widać to z zasady konstrukcji rozwiązania jako sumy rozwiązania szczególnego równania niejednorodnego
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i stosownego rozwiązania równania jednorodnego dobranego tak, aby spełnić warunki brzegowe. Dla źródła zlokalizowanego wokół t’=0 przy ( zadanym w przeszłości można zapisać rozwiązanie jako


[image: image36.wmf]y

y

(

,

)

(

,

)

(

,

;

'

,

'

)

(

'

,

'

)

'

'

r

r

r

r

r

x

t

x

t

G

x

t

x

t

f

x

t

d

x

dt

in

=

+

+

ò

3

a przy ( zadanym w przyszłości
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Najczęściej używana funkcja opóźniona z zerowym polem przed włączeniem źródeł
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· Gęstość i strumień gęstości energii i pędu 

Mnożąc r. Maxwella z pochodną czasową  pola E(B) przez to pole i dodając do siebie dostajemy
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 to wektor Poyntinga. Całkując ten wzór po objętości ( otrzymamy
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Druga całka dla układu ładunków punktowych to 
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. Zatem dla całki po całej przestrzeni i pól zlokalizowanych jest to prawo zachowania energii z interpretacją 
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 jako gęstości energii pola; dla skończonej objętości prawa strona to wypływ energii, a wektor Poyntinga to strumień gęstości energii.

Analogiczne rozumowanie dla gęstości pędu (na ćwiczenia) daje
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, gdzie gęstość pędu pola jest równa wektorowi Poyntinga dzielonemu przez c2, a tensor napięć Maxwella ma składowe dane przez


[image: image47.wmf]s

p

d

ik

ik

i

k

i

k

E

B

E

E

B

B

=

+

-

-

1

4

2

2

2

(

)

 ; ich sens to gęstość strumienia odpowiedniej składowej pędu w kierunku odpowiedniej osi układu.
· Proste układy promieniujące
 Dla źródła oscylującego zlokalizowanego wokół początku układu współrzędnych w obszarze r’<d i opisanego przez




potencjały (w cechowaniu, gdzie (=0) i pola poza obszarem niezerowych ładunków i prądów dane są wzorami 
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Przybliżenia przez różne rozwinięcia:

i) w obszarze „statycznym” („bliskim”), gdzie d<<r<<(=1/k,

ii) w obszarze „promieniowania” („dalekim”), gdzie d<<(<<r.

Obszar „indukcyjny” („pośredni”), gdzie r(( jest trudniejszy, tu pomijamy.

Dla i) kr<<1, eksponentę można zastąpić jedynką i rozwinięcie jak w elektrostatyce (oprócz czynnika exp(-i(t)) - tzw. pola kwazistatyczne.

Dla ii) kr>>1, uwzględniamy w rozwinięciu 

 

 drugi człon tylko w eksponencie i otrzymujemy



, czyli falę kulistą z współczynnikiem zależnym od kątów. Pola będą prostopadłe do wektora wodzącego, odwrotnie proporcjonalne do odległości; rozwinięcie w kr’ daje




Uwaga: w cechowaniu Lorentza pierwszy człon analogicznego rozwinięcia dla ( dla układu izolowanego nie zależy od t z zachowania ładunku - pola zmienne nie mają członu monopolowego!

Tu dla l=0 



,

a skoro 

, to



 - dominuje człon związany z momentem dipolowym. 


Dla ii)

;

i)
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Moc emitowana w kąt bryłowy
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· Fale elektromagnetyczne w próżni
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daje jednorodne r. d’Alemberta dla wszystkich składowych potencjału i pól.

Szukamy rozwiązania typu fal płaskich, tj. zależnego tylko od x, t; wtedy równanie 
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a w zmiennych 
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Dla f2=0 fala biegnie w prawo, a dla f1=0 w lewo  z prędkością c. W cechowaniu Coulomba 
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składowe zmienne w czasie (falowe) ma tylko pole poprzeczne, można położyć wektory A, B prostopadłe do prędkości.

Oznaczając przez „’„ pochodną po (, mamy
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zatem 
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 ; fale poprzeczne z oboma polami prostopadłymi i o równym module.

Gęstość strumienia energii dla takiej fali to
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gdzie 
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. Skoro gęstość pędu dana jest też wektorem Poyntinga (/c2), to

w2-c2p2=0; związek gęstości energii i pędu jak dla cząstek o masie 0 i prędkości c.

· Ciśnienie promieniowania:

jeśli fala absorbowana przez ciało o powierzchni poprzecznej S, to siła (iloraz strumienia energii i prędkości) jest równa wS, a ciśnienie po prostu P=w;

jeśli fala odbija się, to ciśnienie jest dwa razy większe.

Przyspieszenie cząstki pochłaniającej falę:
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Dla L rzędu rozmiarów cząsteczek (10-8cm) przy gęstości energii rzędu promieniowania Słońca przyspieszenie jest rzędu g; promieniowanie może przenosić cząsteczki z atmosfer planet, teoria panspermii Arrheniusa - przenoszenie wirusów, bakterii w układach planetarnych.

· Szczególna fala: monochromatyczna
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Polaryzacja eliptyczna (dla b1=b2 kołowa, dla b1b2=0 liniowa).

· Fale w materii

W ośrodku k=(/v, bo r. d’Alemberta dla jednorodnych dielektryków to
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, gdzie f to składowe pól lub potencjałów. Zatem płaska fala monochromatyczna to
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Jeśli (( nie zależy od k, to oprócz v<c wszystko jest jak w próżni. Jeśli zależy, to transformata Fouriera rozwiązania równania Helmholtza nie ma postaci sumy

f(x-vt)+g(x+vt) i fala zmienia kształt przy propagacji.

Dla płaskiej granicy dwu jednorodnych ośrodków charakteryzowanych przez (,( i ’,’ (wybranej jako p-na z=0) fala padająca opisywana przez
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powoduje powstanie fali załamanej
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Moduły wektorów falowych są równe
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Czynniki fazowe dla wszystkich pól na powierzchni z=0 muszą być równe dla każdego t, więc na tej powierzchni
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, czyli wszystkie wektory falowe leżą w jednej p-nie (którą nazwiemy p-ną y=0). 

Oznaczając kąt padania, załamania i odbicia przez i, r i r’ mamy więc

k sini = k’ sin r = k’’ sin r’ = k sin r’ → i = r’ (kąt padania jest równy kątowi odbicia), oraz prawo Snella 
[image: image76.wmf] .

 Warunki brzegowe żądające ciągłości składowych normalnych D i B oraz składowych stycznych E i H dają
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Dla polaryzacji prostopadłej do p-ny rozpraszania (w kierunku osi Oy) mamy wszystkie pola E równoległe do powierzchni granicznej i pierwsze równanie jest spełnione trywialnie. 

   Z trzeciego i czwartego otrzymujemy
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a drugie równanie jest równoważne trzeciemu po uwzględnieniu prawa Snella. Dzieląc powyższe wzory przez E0 i rozwiązując układ równań mamy
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gdzie pierwiastki pochodzą z wyrażenia cos r przez kąt padania i. Ułamek ’ jest praktycznie równy 1 i można go opuścić dla częstości optycznych. 

Dla polaryzacji w p-nie rozpraszania, czyli pola B w p-nie granicznej drugie równanie jest trywialne, a trzecie i czwarte dają
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a  pierwsze równanie i prawo Snella daje to samo, co czwarte. Stąd mamy
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Dla padania prostopadłego, czyli i=0 i ’ obie pary wzorów redukują się do 
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To były wzory Fresnela.

Wynikają z nich różne wnioski:

i) polaryzacja przez odbicie: E0’’/E0 znika przy polaryzacji w p-nie padania dla kąta padania równego kątowi Brewstera i0=arctg(n’/n), więc fala odbita jest spolaryzowana liniowo prostopadle do p-ny rozpraszania,

ii) całkowite wewnętrzne odbicie: dla

 n > n’ mamy r > i, więc dla  i > i0=arcsin(n’/n) czynnik fazowy byłby urojony; fala jest pochłaniana za granicą ośrodków, a średnia czasowa normalnej składowej wektora Poyntinga znika, więc nie ma przepływu (straty) energii - światłowody. Dla urojonego cos(z  
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· Dyspersja

Model zależności ((() - dla uproszczenia rozważamy tylko pojedynczy elektron w polu zewnętrznym (potem będzie suma, efekt pola innych cząstek zaniedbywalny dla małych gęstości). Równanie ruchu:
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. ( to tłumienie (np. przez promieniowanie), siły magnetyczne zaniedbane. Dla 
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Dla N cząstek w jednostce objętości i ułamkach tej gęstości fj (tzw. „siły oscylatorowe”) o częstościach własnych (j i współczynnikach tłumienia (j (
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Oczywiście wartości stałych można znaleźć tylko z kwantowego opisu cząsteczek, tu tylko klasyfikacja jakościowa:

i) daleko poniżej wszystkich częstości własnych  (j <<(j , Im( <<Re( >1, 
[image: image90.wmf]d
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 - dyspersja normalna,

ii) w pobliżu częstości własnej Im( >>Re(, 
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 - dyspersja anomalna,

iii) powyżej wszystkich częstości własnych , Im( <<Re( <1, 
[image: image92.wmf]d
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 - znów dyspersja normalna.

Część urojona ( (więc i n) dodatnia, stąd w fali czynnik e-Im(n)(x/c - absorpcja.

Ściślej dla k=(+i(/2, ( to współczynnik absorpcji, bo 
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Dla 
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 jeśli wszystkie częstości własne są różne od zera (brak swobodnych elektronów - izolatory) wzór na ( dąży do granicy elektrostatycznej 
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Realistyczny przykład dielektryka: woda, wykres Re n i Im n.
[image: image100.wmf]Woda.jpg


Przewodniki:

jeśli ułamek f0 elektronów to cząstki swobodne, to (  jest osobliwe w tej granicy:
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. To można zrozumieć wstawiając do równania Maxwella prawo Ohma:
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. Przy harmonicznej zależności pól od czasu otrzymujemy 
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[image: image104.wmf]r

r

D

E

=

e

 otrzymamy 
[image: image105.wmf]e

e

ps

w

=

+

0

4

i

.

Zatem dla przewodności otrzymaliśmy wzór z tzw. modelu Drudego 
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i przy znanej gęstości pomiar przewodności daje ocenę (0/f0. Np. dla miedzi N jest rzędu 1023cm-3, 
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 (niezal. od (, brak przesunięcia fazowego) aż do THz.

Dla fal w przewodniku związek k i ( można wyrazić jako 
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Dla „złych” przewodników 4((/((<<1, zatem 
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, Rek>>Imk, tłumienie jest słabe i niezależne od (.

Dla „dobrego” przewodnika 4((/((>>1, zatem 
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, tłumienie na odległości rzędu długości fali, wnikanie np. w miedź przy 100 MHz na kilka (m - konstrukcja kabli „wucze”.

Dla skrajnie wysokich częstości podział na izolatory i przewodniki nieistotny, bo przy (>>(j zawsze ten sam wzór 
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 prawo dyspersji ma postać 
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Dla częstości w zakresie częstości własnych skoki stałej dielektrycznej i współczynnika tłumienia, przykład - woda (okno widzialne, granica krótkofalowa radaru...).

· Realistyczne fale w ośrodku - prędkość fazowa i grupowa

Monochromatyczność jest idealizacją - zawsze rozmycie częstości, dla ośrodka dyspersyjnego zmiana kształtu pakietu przy rozchodzeniu. Opis przybliżony „wąskiego” pakietu wokół k0, (0 :
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Oznaczając przez u(x,0)=exp(ik0x) mamy
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to jest „prędkość grupowa” rozchodzenia się np. maksimów fali, może różnić się od „prędkości fazowej” vf=c/n(k)=(/k; z tego związku inny wzór 
[image: image120.wmf]v

c

n

dn

d

g

=

+

(

)

/

w

w

w

 .

Prędkość fazowa jest większa od c zawsze, gdy n<1, grupowa tylko w obszarach dyspersji anomalnej (to nie niszczy przyczynowości, bo np. strumień energii przemieszcza się zawsze wolniej niż c.

Falowody i wnęki rezonansowe

Pusty cylinder metalowy nazywamy wnęką, jeśli ma denka, lub falowodem, jeśli ich nie ma. Jeśli metal uważamy za idealny przewodnik, to przy jego powierzchni mamy warunki brzegowe 


[image: image121.wmf]0

,

0

=

=

^

B

E

r

.

Szukamy fal rozchodzących się wzdłuż osi cylindra (czyli osi z):
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Wewnątrz falowodu spełnione muszą być równania Maxwella:
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Amplitudy fal są zależne od x,y, ale mają też składową z (nie muszą być (). Równania na składowe to (opuszczamy wskaźnik „0”)
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Z czterech ostatnich równań mamy składowe poprzeczne wyrażone przez podłużne:
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Składowe podłużne otrzymamy rozwiązując dwa pierwsze równania, do których podstawiono powyższe wzory
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Proste rozwiązania: fale poprzeczne

Ez = Bz =0 nie mogą występować w pustym falowodzie, bo z r. Maxwella wynika, że pole elektryczne ma zerową dywergencję i rotację, więc jest gradientem rozwiązania r. Laplace’a, które jest stałe na brzegu, więc stałe w całym wnętrzu falowodu. Fale TEM mogą jednak występować, jeśli brzeg cylindra nie jest spójny (np. kabel koncentryczny). Nie ma dla nich ograniczeń na częstość.

   Dla pojedynczego cylindra warunki brzegowe 
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, więc Ez=0, ∂Bz/∂n=0 na powierzchni. Równania falowe z takimi warunkami dają zwykle wartości własne k dla danej częstości, lub częstości dla danego k. Naturalnie wyróżnione fale poprzeczne magnetyczne TM, dla których Bz=0 w całym cylindrze i TE (fale poprzeczne elektryczne), dla których  Ez=0 w całym cylindrze. Tworzą układ  zupełny!

Dla falowodu o przekroju prostokątnym a(b (a>b) szukamy fal TE postaci Bz(x,y)=X(x)Y(y). Podstawiając to otrzymujemy rozdzielone równania
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 Ogólne rozwiązania  tych równań to kombinacje funkcji sin i cos. Z warunków brzegowych wynika
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gdzie m, n = 0,1,2..., m+n>0. Takie rozwiązania to mody TEmn. Do pełnej formy pola potrzeba jeszcze ( i k.


[image: image131.wmf]]

)

/

(

)

/

[(

)

/

(

2

2

2

2

b

n

a

m

c

k

+

-

=

p

w

 jest rzeczywiste tylko dla
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 Dla danego falowodu najniższa dopuszczalna częstość to 
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 Liczba falowa dla danego modu to 
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, więc prędkość fazowa 
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Tak dla TE, jak dla TM z równań wynika związek między składowymi poprzecznymi pól 
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, gdzie Z to impedancja falowa równa dla TE (/ck, a dla TM ck/(. To ważne nie tylko dla prostokątnego falowodu, ale dla każdego o stałym przekroju.

   Oznaczając Ez dla TM (lub Hz dla EM) przez (e(ikz otrzymujemy dla TM
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 z warunkiem brzegowym ((S=0 lub ((/(n(S=0.

   Dla koncentrycznej linii z prostego drutu o promieniu a w powłoce o promieniu b możliwe fale z Ez= Bz=0, czyli mody TEM. Dla nich z równań  Maxwella widać, że k=ωc, By=Ex, Bx= Ey, fale poprzeczne jak w ∞ przestrzeni. Dla walcowej symetrii pola jak dla nici i drutu z prądem: E radialne, B koliste.
Przepływ energii bez strat zachodzi, jeśli ściany falowodu są przewodnikiem idealnym. Wtedy wektor Poyntinga
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 obliczony dla TM lub TE i scałkowany po przekroju poprzecznym daje przepływ mocy
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Całkę można obliczyć z tożsamości Greena; człon brzegowy znika, a z równania falowego dostajemy
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Energia na jednostkę długości falowodu to 
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Przybliżenie "powierzchni granicznej idealnego przewodnika" dla którego wewnątrz przewodnika nie ma pól, bo kompensują je powierzchniowe ładunki i prądy 
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 można poprawić uwzględniając cienką warstwę graniczną. W tej warstwie zakładając harmoniczną zależność od t mamy równania Maxwella 
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gdzie 
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  jest grubością warstwy. Zatem jeśli na zewnątrz pole 
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. Jak widać, pola zanikają eksponencjalnie z długością zaniku δ, dominuje składowa pola 
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 równoległa do powierzchni granicznej i na granicy pojawia się różnica faz. Skoro jest pole 
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 wydzielając energię przekazaną z zewnątrz.

 Na jednostkę powierzchni tę energię można obliczyć przez wektor Poyntinga
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 albo przez gęstość prądu
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Całka z tej gęstości prądu daje efektywny prąd powierzchniowy, więc przybliżenie powierzchni granicznej jest dobre po uwzględnieniu straty energii
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Jeśli przewodnik nie jest idealny, to przepływ mocy jest tłumiony P=P0e-2(z, gdzie stała 
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Obliczając straty z efektywnego prądu powierzchniowego otrzymujemy
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; dla TM (TE) całka po konturze przekroju to czynnik 
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